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ПЕРЕДМОВА
Даний навчальний посібник ставить своєю ціллю допомогти студенту само-

стійно оволодіти методами розв’язування задач по курсу теоретичної механіки.
Це визначило структуру посібника. Крім цього, на структуру посібника вплину-
ло те, що Україна задекларувала про вхід до Булонського процесу та інтеграцію в
європейський освітній простір. Виходячи з цього увесь курс теоретичної меха-
ніки було розподілено на дев’ять модулів. Розділи теоретичної механіки “Стати-
ка” і “Кінематика” складають п’ять модулів, розділ “Динаміка” – чотири модуля.

В кожному з модулів наводяться теоретичні відомості, приводиться методи-
ка розв’язування задач, розв’язки задач, задачі для самостійного розв’язування.
Враховуючи те, що при вивченні курсу теоретичної механіки студенти повинні
виконувати розрахунково-графічні роботи, в посібнику приведено дев’ять роз-
рахунково-графічних робіт (по 120 варіантів завдань) з методичними рекоменда-
ціями до їх виконання.

В кінці кожного модуля надаються питання для самоперевірки і до захисту
розрахунково-графічних робіт, на які студент повинен дати точні відповіді, що
особливо необхідно при підготовці до іспиту.

Практичний досвід показує, що, якщо подати в посібнику короткі теоре-
тичні відомості, то студент, вдовольняючись тією мізерією з теорії, яка надана в
посібнику, розв’язує задачі і не вивчає за підручником теоретичного матеріалу.
Тому автори вважали за потрібне в цьому посібнику не давати короткі теоре-
тичні відомості, а викласти теоретичний матеріал стисло з доведенням відповід-
них теорем. Це дозволяє при розв’язанні задач безпосередньо звертатись до відпо-
відних теорем, формул, висновків, що забезпечує більш ефективне засвоєння
матеріалу.

Кожний з модулів є структурною одиницею, по закінченню вивчення мате-
ріалу якого проводяться модульні контрольні роботи, проводиться захист відпов-
ідних розрахунково-графічних робіт.

Це дозволяє на протязі семестру перевірити і оцінити якість засвоєння
теоретичного і практичного матеріалу кожного з модулів, стимулювати сис-
тематичну самостійну роботу студентів протягом семестру, підвищити
об’єктивність оцінювання знань студентів.

Навчальний посібник складається з двох частин. У першій частині розгляда-
ються питання статики, кінематики точки і твердого тіла, складного руху точки і
твердого тіла. У другій частині навчального посібника розглядається динаміка
абсолютного та відносного руху матеріальних точок, детально розглянуті загальні
теореми динаміки системи матеріальних точок, значну увагу приділено аналі-
тичній механіці, елементарній теорії гіроскопа, динаміці тіла змінної маси, теорії



11

удару та теорії малих коливань системи з одним і декількома ступенями вільності.
Свою роботу над навчальним посібником автори розподілили слідуючим

чином:

модулі 1, 2 – С. І. Пастушенко, О. Г. Руденко;
модуль 3 – С. І. Пастушенко, В. В. Іщенко;
модуль 4 – О. Г. Руденко;
модуль 5 – С. І. Пастушенко, О. Г. Руденко;
модуль 6 – С. І. Пастушенко, В. В. Іщенко, О. Г. Руденко;
модуль 7 – С. І. Пастушенко, О. Г. Руденко;
модуль 8 – О. Г. Руденко;
модуль 9 – С. І. Пастушенко, О. Г. Руденко.
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МОДУЛЬ 1.
ДОВІЛЬНА ПЛОСКА СИСТЕМА СИЛ

Теоретична механіка вивчає загальні закони механічного руху тіл, або сис-
теми тіл і взаємодію цих тіл.

Теоретична механіка є однією з фундаментальних загальнонаукових дис-
циплін фізико-математичного циклу. Крім цього, вона є науковою основою та-
ких дисциплін, як механіка матеріалів і конструкцій, теорія механізмів і машин,
деталі машин, теорія трактора і автомобіля, теорія сільськогосподарських ма-
шин.

Теоретична механіка ділиться на три розділи: статику, кінематику, динаміку.
Якщо під дією системи сил тіло знаходиться в рівновазі, або рухається пря-

молінійно і рівномірно, то це є предметом вивчення статики.
Кінематика вивчає рух тіла або системи тіл без з’ясування причин цього

руху.
Динаміка вивчає рух тіла або системи тіл з урахуванням усіх діючих сил.
В модулі 1 розглядається один із розділів статики, а саме  “Плоска система

сил”. У студентів певні труднощі виникають при розв’язуванні задач статики, а
тому в посібнику розв’язана велика кількість задач, подані методичні вказівки до
їх розв’язання, запропоновані задачі для самостійного розв’язання, і, крім того,
подається в короткому вигляді необхідний теоретичний матеріал.

Посібник містить варіанти розрахунково-графічних робіт, які студенти по-
винні виконати при завершенні модуля 1 учбового плану, та зразки виконання
цих робіт.
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Рис. 1.1

1. Основні поняття статики

1.1. Предмет вивчення статики
Статика розв’язує дві основні задачі:
1. Якщо на тверде тіло діє система сил, то яким чином цю систему сил

можна спростити?
2. В яких випадках тверде тіло знаходиться в рівновазі під дією системи сил?
В статиці розглядаються абсолютно тверді тіла.
Абсолютно твердим тілом називають таке тіло, відстань між точками якого

не змінюється при будь-яких механічних діях з боку інших тіл. Це означає, що в
статиці не враховують деформації, які виникають в реальних тілах. В подальшому
будемо говорити “тверде тіло” замість “абсолютно тверде тіло”.

В механіці використовується ще один абстрактний образ тіла – матеріальна
точка.

Матеріальна точка – це тіло, розмірами якого можна знехтувати при вив-
ченні його руху (або рівноваги). Матеріальна точка відрізняється від геометрич-
ної тим, що в ній зосереджена вся маса тіла.

Для врахування механічної взаємодії між тілами вводиться поняття сили.
Сила – це характеристика взаємодії двох тіл. Сила – величина векторна і визна-

чається слідуючими трьома елементами: 1) точкою прикладання сили, 2) напря-
мом сили і 3) числовим значенням сили. Розмірність сили 

2

кг мН
с
⋅=  (ньютон).

Позначаються сили різними буквами N,G,P,F . В
посібнику в основному буде використовуватись
позначення F . Якщо над буквою є стрілочка, то
сила розглядається як векторна величина, якщо без
стрілочки (наприклад  F=10 Н), то враховується
тільки числове значення сили. На рисунках сила
обов’язково повинна бути позначена як вектор.

Якщо на рисунку показується сила (а сила
– це характеристика взаємодії двох тіл), то не-
обхідно вказати, які два тіла взаємодіють.

Наприклад: На рисунку 1.1( а) тіло D висить на стержні. На рисунку 1.1(б)
показано дві сили, що діють на тіло D. Сила gm  є характеристикою взаємодії тіла
D і Землі, а сила N  – тіла D і стержня.
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Системи сил, що діють на тіло, бувають різні:
1. Якщо лінії дії сил перетинаються в одній точці, то такі сили називаються

збіжними. Якщо ці сили знаходяться в одній площині, то це плоска система збіжних
сил, якщо ці сили в просторі – то це просторова система збіжних сил.

2. Якщо сили діють в одній площині довільним чином, то ці сили складають
плоску довільну систему сил.

3. Якщо сили діють в просторі довільним чином, то такі сили складають
просторову довільну систему сил.

Зрозуміло, що найпростішою системою сил є система збіжних сил, а найс-
кладнішою – просторова довільна система сил.

Якщо одну систему сил, що діють на дане вільне тіло, можна замінити
другою системою сил, не змінюючи при цьому спокій чи рух, в якому знаходить-
ся тіло, то такі дві системи сил називаються еквівалентними.

В модулі 1 буде розглядатись плоска система сил.

1.2. Аксіоми статики
Статика побудована на шести аксіомах.
Аксіома 1. Абсолютно тверде тіло знаходиться в рівновазі під дією двох

сил тільки тоді, коли ці сили рівні по величині і напрямлені по одній прямій в
протилежні сторони.

1 2.F F=  (1.1)
Сили, які показані на рисунку 1.2, називаються зрівноваженими.

Аксіома 2. Не змінюючи дію системи сил на абсолютно тверде тіло, можна
приєднати до цієї системи сил (або
відкинути з неї) будь-яку зрівноваже-
ну систему сил (рис. 1.3).

На рисунку 1.3(а) зрівноважені
сили 1 4iF F  і по аксіомі 2 їх можна відки-
нути. Результат видно на рисунку 1.3(б).

Використовуючи аксіому  2,
можна довести слідуючу теорему.

Теорема 1.1. Силу можна переносити
по лінії її дії і від цього дія сили на твер-
де тіло не зміниться.

Рис. 1.2

Рис. 1.3
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Доведення. Нехай на тіло в точці A діє сила 1F  (рис. 1.4) . Чи зміниться дія сили
на тіло, якщо її перенести в точку B по
лінії AB? В точці B приєднаємо зрівнова-
жені сили 1 2i ,F F  причому F1=F2=F. По
аксіомі 2 це можна зробити. Маємо сис-
тему з трьох сил. Розглянемо сили 1 2i ,F F .
Це зрівноважені сили і по аксіомі 2 їх мож-
на відкинути. Таким чином, залишилась
сила 1F , що діє в точці  B.

Аксіома 3. Якщо на тверде тіло в одній
точці діють дві сили, то дію цих сил
можна замінити дією однієї сили, яка
напрямлена по діагоналі паралелогра-
ма, побудованого на цих силах, і чисель-
но дорівнює довжині діагоналі.

Сила R , яка заміняє в даному випадку дію сил 1 2i ,F F  називається рівно-
дійною (рис. 1.5)

1 2.R F F= + (1.2)

cosαR = + +F F 2F F2 2
1 2 1 2 . (1.3)

Використовуючи аксіоми 1 і 3 і теорему 1.1, доведемо слідуючу теорему.

Теорема 1.2. Якщо вільне тверде тіло знаходиться в рівновазі під дією трьох сил,
які лежать в одній площині, то лінії дії цих сил перетинаються в одній точці.

Доведення. Нехай тверде тіло зна-
ходиться в рівновазі під дією трьох сил
(рис. 1.6,а) Перемістимо сили 1 2iF F  по
лінії їх дії в точку перетину A. Дію сил

1 2iF F  замінимо дією однієї сили
1 2R F F= +  (рис. 1.6,б) . Тепер замість трьох

сил маємо дві сили 3iR F  і тіло знаходить-
ся в рівновазі. Згідно аксіоми 1 це мож-
ливо при умові, що сили  3iR F  діють
по одній прямій в протилежні сторони, тобто лінія дії сили  3F перетинає точку A.

Аксіома 4. Два тіла взаємодіють між собою з силами, рівними по величині і
напрямленими по одній прямій в протилежні сторони.

Ця аксіома називається законом рівності дії і протидії.

Рис. 1.6

Рис. 1.4

Рис. 1.5
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Рис. 1.7

Якщо тіло 1 діє на тіло 2 з силою

2F , то одночасно тіло 2 діє на тіло 1 з
силою –1 2F F=  (рис. 1.7).

Сили 1 2F i F не являються
зрівноваженими силами, так як вони
прикладені не до одного тіла, а до двох.

 Аксіома 5. Якщо деформоване
тіло знаходиться в рівновазі під дією сил, то рівновага не порушиться і в
тому випадку, коли це тіло затвердіє (стане абсолютно твердим).

Ця аксіома дозволяє результати, отримані в статиці абсолютно твердого тіла,
переносити на тіла, які можуть деформуватись.

1.3. В’язі і аксіома про в’язі
В статиці розглядають вільні тіла. Тіло називається вільним, якщо воно в

просторі може займати довільне положення. Тіло називається невільним, якщо
воно може рухатись лише в певних напрямах, або взагалі не може рухатись.
Наприклад, вагон є тіло невільне, його рух спрямовується рейками. При розв’я-
зуванні задач статики завжди будуть зустрічатися невільні тверді тіла.

Тіла, які перешкоджають вільному переміщенню даного тіла, називають в’я-
зями, а сили, з якими ці тіла діють на дане тіло – реакціями в’язей.

Всі сили, що діють на дане тіло, можна поділити на активні сили і реакції
в’язей. До активних сил відносяться сили тяжіння, сили пружності і т. п. і, як
правило, ці сили відомі. Реакції в’язей виникають тільки тоді, коли дане тіло під
дією активних сил тисне на ці в’язі. Як тільки дане тіло перестає тиснути на в’язі,
то зникають реакції в’язей. Тому реакції в’язей називають пасивними силами.
Величина реакції в’язей і напрям дії наперед невідомі.

В статиці задачі на рівновагу невільних тіл розв’язуються на основі слідую-
чої аксіоми.

Аксіома 6 (аксіома про в’язі). Всяке невільне тіло можна розглядати як вільне, коли
умовно його звільнити від в’язей і замінити дію в’язей на тіло реакціями в’язей.

Аксіома 6 дозволяє використовувати до невільних тіл умови рівноваги, які
отримані в статиці для вільного тіла. Потрібно тільки в число сил, що діють на тіло,
обов’язково включити і реакції відкинутих в’язей.

Більшість задач статики якраз і пов’язана із знаходженням реакцій в’язей.
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Знаючи їх, ми будемо знати і сили тиску на в’язі, тобто будемо мати дані, не-
обхідні для розрахунку на міцність відповідних конструкцій.

1.4. Типи в’язей і їх реакції

Розглянемо, як знаходиться напрям реакції деяких основних типів в’язей.

1. Гладенька опорна поверхня.
Гладенькою називається поверхня, тертям тіла по якій можна знехтувати.
Гладенька опорна поверхня не перешкоджає руху тіла по поверхні, але пере-

шкоджає переміщенню тіла вздовж нормалі до поверхні в’язі, тому реакція в’язі
напрямлена по нормалі до в’язі. Цю реакцію називають нормальною реакцією.

В точці A (рис. 1.8) нормальна

реакція AN  напрямлена перпенди-
кулярно поверхні AC, в точці B ре-

акція BN  перпендикулярна AB. В
точці D реакція DN  перпендику-
лярна поверхні DL. З рисунка 1.8
видно, як напрямлені реакції опо-
ри в точках K і L.

2. Негладенька опорна поверхня.
Негладенька опорна поверхня – це шорстка поверхня і в цьому випадку необх-

ідно врахувати сили тертя ковзання. На рисунку 1.9 A B DN , N , N  – це нормальні
реакції опор. A B DF , F , F  – це сили
тертя ковзання.

3. Шарнірне з’єднання тіл
На рисунку 1.10 балка AB

знаходиться на двох опорах. В
точці A опора називається неру-
хомий шарнір, а в точці B – рухо-
мий шарнір. Конструктивно не-
рухомий шарнір виконаний
слідуючим чином. На нерухомий циліндричний болт надівається стержень AL
(рис. 1.10), який має циліндричний отвір, діаметр якого більший за діаметр болта.
Стержень AL (AB) має можливість тільки обертатись навколо осі болта. Реакція

Рис. 1.8

Рис. 1.9



18

Рис. 1.10

Рис. 1.11 Рис. 1.12

Рис. 1.13

A
R циліндричного шарніра ле-
жить в площині, перпендику-
лярній осі болта і проходить че-
рез центр болта. Реакція опо-
ри  невідома за величною і не-
відомий напрям її дії. Тому цю
реакцію розкладають на дві
складові XA іYA, де XA – проек-
ція вектора  на вісь АX, а YA –
на вісь АY. Якщо будуть знай-
дені проекції XA ,YA, то реакція

2 2
A A AR X Y= +

Рухомий шарнір B побудований таким чином як і нерухомий шарнір, але
він має можливість зміщуватись в одному із напрямів. Наприклад (рис. 1.10),

шарнір В має можливість
зміщуватись вздовж осі  x, а
шарнір D – вздовж осі x1. Реак-
ція рухомого шарніра прохо-
дить через вісь шарніра і на-
прямлена по нормалі до опор-
ної поверхні.

4. Підп’ятник, сферичний
шарнір

Сферичний шарнір пред-
ставляє собою кулю, яка може обертатись як завгодно всередині сферичної по-
рожнини (рис. 1.11). Напрям реакції в цьому випадку вказати неможливо, тому
цю реакцію  розкладають по трьом осям координат на три складові XA, YA, ZA.

Підп’ятник представляє собою з’єднання циліндричного шарніра з опор-
ною площиною (рис. 1.12).
Така в’язь дозволяє обертати-
ся валу навколо його осі і пере-
міщатись вздовж неї тільки в
одному напряму. Реакція
підп’ятника складається з ре-
акції циліндричного підшипни-
ка XA i YA і нормальної реакції
ZA опорної площини.
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5. Реакція невагомого стержня
Якщо невагомий стержень має на

кінцях шарнірні з’єднання, то реакція цьо-
го стержня напрямлена по стержню.

Для тіла D (рис. 1.13,а) стержні 1 і 2
являються в’язями.

Реакції цих в’язей напрямлені по
стержням 1 і 2. Реакції стержнів 1 і 2 тіла
показані на рисунку 1.13(б).

6. Жорстке защемлення
Жорстке защемлення балки AB показано на рис. 1.14. Якщо на балку діють

активні сили F, то в защемленні виникають реакції, які складаються з реакції защем-
лення 

AR  і пари сил з моментом защемлення MA . Так як напрям реакції 
AR  невідо-

мий, то ця реакція розкладається на дві невідомі складові XA, YA. Таким чином, в точці
A жорсткого защемлення маємо три невідомі складові реакції XA, YA, MA.

2. Плоска система збіжних сил

2.1. Означення системи збіжних сил.
Приведення системи збіжних сил до рівнодійної

Сили називаються збіжними, якщо лінії дії всіх сил, що складають систе-
му, перетинаються в одній точці.

Розв’яжемо першу задачу статики, а саме, замінимо дану систему сил більш
простішою.

Нехай в одній площині діють, наприклад, чотири сили 1 2 3 4, , , ,F F F F  лінії дії
яких перетинаються в одній точці O (рис. 2.1,а)

Рис. 1.14

Рис. 2.1
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Згідно теореми 1.1 перенесемо сили по лінії їх дії в точку O (рис. 2.1,б) . Цим
самим ми отримали нову систему сил, які прикладені в одній точці O. Отримана
система сил еквівалентна першій. Використовуючи аксіому 3, дію сил 1 2iF F
замінимо дією сили 12 1 2R F F= + , побудованою по правилу паралелограма. Зам-
інимо дію сил 12 3iR F  дією однієї сили 123 1 2 3R F F F= + + .  І, останнє, на паралелог-
рамі сил 123 4iR F  побудуємо силу

1 2 3 4.R F F F F= + + +
Сила R  і буде рівнодійною всієї системи сил. Операцію додавання сил можна

виконати, не будуючи кожний раз паралелограм сил. Для цього достатньо в точці
B вектора F1 прикласти початок вектора 2F , потім в точці C вектора 2F  прикласти
початок вектора F3  і т. д. (рис. 2.1. б) . З’єднавши точку O прикладання сил з
кінцем сили 4F , знайдемо рівнодійну R. Викладений спосіб знаходження рівнод-
ійної називається правилом многокутника.

Зробимо кінцевий висновок.
Якщо задано n збіжних в точці O сил , ,1 2 n...,F F F , то їх дію на тіло можна

замінити дією однієї сили (рівнодійної), яка прикладена в точці O і дорівнює
геометричній сумі векторів сил:

1 2
1

...
n

n K
k

R F F F F
=

= + + + =∑ . (2.1)

2.2. Аналітичний спосіб знаходження рівнодійної
плоскої системи збіжних сил

В пункті 2.1 рівнодійна системи збіжних
сил знайдена геометричним способом.

Знайдемо рівнодійну R аналітичним
способом. Для цього виберемо систему ко-
ординат з початком в точці O (рис. 2.2).

Спроектуємо векторний вираз (2.1) на
осі декартової системи координат:

;

.

= + + + =

= + + + =

∑

∑

1 2

1 2

...

...

X X X

Y Y X

x n

y n

R F F F

R F F F

X

Y

n

k
k=1

n

k
k=1

F

F
(2.2)

Рис. 2.2
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Модуль рівнодійної
2 2

2 2 .x yR R R
   

= + = +   
   
∑ ∑X Y

n n

k k
k=1 k=1

F F (2.3)

Напрям рівнодійної знаходиться за напрямними косинусами

( ) ( )cos ; cos .yx
RR

R,i R, j
R R

= = (2.4)

Щоб аналітичним способом знайти рівнодійну R системи збіжних сил,
необхідно: 1) по формулам (2.2) знайти проекції рівнодійної на координатні
осі; 2) по формулі (2.3) знайти модуль рівнодійної; 3) по формулам (2.4)
знайти напрям рівнодійної.

2.3. Умови рівноваги системи збіжних сил
Розв’яжемо другу основну задачу статики, а саме, необхідно встановити,

при яких умовах тіло під дією системи збіжних сил буде в рівновазі.
Сили, які прикладені в одній точці, взаємно зрівноважені тоді і тільки тоді,

коли рівнодійна цих сил дорівнює нулю.

R 0.= =∑
n

k
k=1

F (2.5.а)

Цю векторну рівність називають векторною умовою рівноваги системи
збіжних сил. Геометрично ця умова виражає вимогу того, щоб силовий много-
кутник, побудований на цих силах, був замкнений.

Запишемо аналітичні умови рівноваги системи збіжних сил. Для цього ви-
користаємо вираз (2.3) при умові, що R=0. Тоді

0;∑ X

n

k
k=1

F =                                                    (2.5)

    .0∑ Y

n

k
k=1

F =

Для рівноваги плоскої системи збіжних сил необхідно і достатньо, щоб до-
рівнювала нулю алгебраїчна сума проекцій всіх сил на кожну з координатних осей.

2.4. Методичні вказівки до розв’язування задач
Задачі на плоску систему збіжних сил можна розв’язувати за допомогою

силового многокутника, або аналітичним способом. Якщо брати в порівнянні,
то аналітичний спосіб розв’язання задач більш ефективний.
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Рекомендуємо слідуючий порядок дій при розв’язанні задач статики аналі-
тичним способом:

1. Вияснити, рівновагу якої точки або тіла необхідно розглянути.
2. Вибрати осі координат.
3. Якщо тіло (точка) не вільне, то необхідно звільнитися від в’язей і замінити

дію в’язей на тіло реакціями в’язей.
4. Проаналізувати отриману систему активних сил і реакцій в’язей.
5. Записати аналітичні умови рівноваги отриманої системи сил і скласти

рівняння рівноваги.
6. Розв’язати отриману систему рівнянь.

Задача 2.1.
 Однорідна куля радіусом 0,2 м
і вагою 120 Н дотикається в
точці B гладенької вертикальної
стінки (рис. 2.3) і утримується
в рівновазі тросом OA
довжиною 0,8 м. Знайти натяг

троса і силу тискуч кулі на стінку, якщо
відстань від точки B до вертикалі OD
дорівнює 0,4 м.

Розв’яжемо цю задачу аналітичним і геометричним способами.
Аналітичний спосіб.
1. Розглянемо рівновагу кулі.
2. Початок системи координат візьмемо в точці C.
3. Куля не вільна, для неї в’язями є стінка і трос. Відкинемо ці в’язі і замінимо їх

дію реакціями в’язей N  і T  (дивись пункт 1.4).
4. З рисунка 2.3 видно, що лінії дії сил T,N,G  перетинаються в точці C, тобто

маємо плоску систему збіжних сил.
5. Запишемо аналітичні умови рівноваги і складемо рівняння рівноваги:

0; sinα 0;= =∑ +
X

n

k
k=1

F N T (1)

0; cosα – 0.T G= =∑ Y

n

k
k=1

F (2)

З рівнянь (1) і (2) маємо:

sinα;    .
cosα

G
N T T= =

G = 120 Н
OA = 0,8 м
BD = 0,4 м
r = 0,2 м
Q = ?; S = ?

Рис.  2.3
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Рис. 2.4

Знайдемо значення cosα  і sinα . CD = CB + BD = 0,2 + 0,4 = 0,6 (м);

2 2 2 20,8 0,2 1 ; 1 -0,6 0,8( )OC (м) OD м= = + = = = =OA+ AC OC -CD .

0,8 0,6 3
cos 0,8; sin 0,6; tg

1 1 4

OD CD

OC OC
α α α= = = = = = = =sina

cosa.

Тоді = = ⋅ =120
=150 ;   150 0,6 90 ( ).

0,8
T (H) N H

Сили T  і Nдіють зі сторони троса і стінки на
кулю. Куля діє на трос з силою S = T = 150 Н і тисне
на стінку з силою Q = N = 90 Н.

Геометричний спосіб (рис. 2.4)
Так як три сили G , iN T  знаходяться в рівно-

вазі, то силовий трикутник, побудований на цих си-
лах, повинен бути замкненим. Будуємо цей сило-
вий трикутник: для цього в певному масштабі будуємо силу G , яка нам відома
за модулем і напрямом, потім через початок і кінець вектора G  проводимо
прямі, паралельні силам N  і T .

Сторони EL і LC, побудованого таким чином замкнутого силового трикут-
ника CEL, дають модулі і напрям невідомих реакцій iN T . Щоб знайти їх величи-
ну (модулі), залишається тільки заміряти в вибраному масштабі сторони EL і LC.

Але сторони EL і LC силового трикутника можна знайти і обчисленням

tg ( ); ;
cos

G
N G H T H= × α = × = = = =

α
3 120

120 =90  =90 .     150  150 .
4 0,8

N  H T H

Задача 2.2.
Балка AB довжиною 3 м
підтримується в горизон-
тальному положенні
стержнем BD (рис. 2.5).

З’єднання A, B i D – шарнірні. В точці C
балки діє вертикальна сила F=2 кН. Нех-
туючи вагою балки AB і стержня ВD, знай-
ти реакції опор A і D.

AB=3м
CB=1 м
F=2 кН

Рис. 2.5
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Рис.  2.6

Розглянемо рівновагу балки AB. Для неї в’язями являються стержень BD і
шарнір A. Відкидаємо ці в’язі і заміняємо їх дію на балку AB реакціями в’язей.
Реакція стержня BD буде напрямлена по BD. Напрям реакції нерухомого шарн-
іра A невідомий. На балку AB діють три сили: , iB AF R R . Тому скористаємося
теоремою 1.2 і знайдемо точку перетину цих сил. Лінії дії сили F і реакції BR пе-
ретинаються в точці O. З’єднуємо точку O з точкою A і отримуємо лінію дії
реакції AR (рис. 2.5,б)

Розв’яжемо задачу аналітичним способом.
Початок координат виберемо в точці A. Знайдемо кут α.

∆    1 .З OCB CO CB м= =

2 2∆ACO   5 .
2 1

cos ; sin .
5 5

З AO AC CO
AC OC

AO AO
α α

= + =

= = = =

(м)

Запишемо рівняння рівноваги плоскої збіжної системи сил:
n

= α + =∑
1

0;  – cos cos45 0;
Xk A BF R R

k=
(1)

sin BF R= α − +∑ 0;  sin45=0.
Y

n

k AF R
k= 1

(2)

Розв’яжемо ці рівняння. Так як °=° 45sin45cos , то від рівняння (1) відніме-

мо рівняння (2). Отримаємо: cosα sinα 0.A AR R F− − + =  Звідки:

2 5
; =1,49 .

sinα cosα 3A A

F
R R (кН)= =

+

З рівняння (1):    
cosα 8

; 1,89 .
cos45 3 2

A
B B0

R
R R (кН)= = =

1,49 ; 1,89 .A B DR кН R R кН= = =

Задача 2.3.
На гладенькій похилій площині,
що утворює з горизонтом кут α,
знаходиться тіло вагою G, яке ут-
римується в рівновазі тросом AB.
Трос AB складає з вертикальною

стінкою кут β  (рис. 2.6,а) Знайти зусилля в тросі і
силу тиску тіла на площину.

α
β
G

T=?;  N=?
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Тіло знаходиться в рівновазі під дією трьох сил: сили тяжіння G , яка напрям-
лена вертикально вниз, реакції T  троса, напрямленої вздовж троса AB, і реакції
N  площини, напрямленої перпендикулярно похилій площині (див. п.1.4). Лінії дії
цих сил перетинаються в точці C. Розв’яжемо цю задачу геометричним способом.

Для цього побудуємо силовий трикутник (рис. 2.6,б). Як будувати силові
многокутники розглянуто в задачі 2.1. З  ∆CDL знайдемо модулі сил T і N. На
основі теореми синусів маємо:

( ) ( )
G

; .
sinβ sinαsin 180 α β sin 180 α β
N G T= =

°− + °− +      
Звідки отримуємо:

sin sin
; .

sin( ) sin( )
N G T G

β α= × = ×
α +β α +β

     

Задача 2.4.
На ферму в точці D діє сила P = 3 кН. Лінія дії сили P  знаходиться
на відстані 2 м від опори A (рис. 2.7, а). Знайти реакції опор A і B,
якщо AB=6 м. Вагою
ферми знехтувати.

Розглянемо рівновагу ферми. Для
неї в’язями являються опори в точках A
і B. Лінія дії реакції опори A перпенди-
кулярна контактній площині. Точка С є
перетин лінії дії сили P  і реакції AR .

Тоді лінія дії реакції BR  перетинає
точку C. Знайдемо кут α.

З  ∆ACD tg60 2 3=3,46CD AD= =  (м).

З 2 2∆DBC   12+16=5,29CB CD DB= + =  (м).

Тоді
3,46 4 2 3

sin α =0,65;   cos α =0,76;   tg α =0,87.
5,29 5,29 4

CD DB CD

CB CB DB
= = = = = =

AB = 6м
P = 3 кН
AD = 2м

RA= ?; RD= ?

Рис. 2.7
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Запишемо рівняння рівноваги:

= − α =∑ 0; cos60° cos 0;
X

n

k A BF   R R
k= 1

(1)

.= + α =∑ 0;  sin60° sin – 0
Y

n

k A BF R R P
k=1

(2)

З виразу (1)  = =
α α

cos60°
cos 2cos

A A
B

R R
R .

Підставимо RB  в вираз (2).

A

sinα
sin60° 0;

2 cosα
AR

R P− + =

1
tgα sin60° 0;

2 A AR P R− + =

1
( tgα sin60)

2AR P+ = .

Звідси  RA = 2,31 (кН).  Тоді 2,31
=1,52

2×0,76BR =  (кН),   RB = 1,52 (кН).

Читачу даємо можливість перевірити ці результати за допомогою силового
трикутника (рис. 2.7,б).

Задача 2.5.

Плоска трьохшарнірна арка ABC сприймає на себе навантаження
P  (рис. 2.8,а). Знайти реакції опорних шарнірів A і B, а також
зусилля в шарнірі C, якщо a = 6 м,  h 32=  м.

Роз’єднаємо арку на дві частини по шарніру C (рис. 2.8,б).
Розглянемо спочатку ліву частину арки, яка вільна від зовнішніх сил. На неї діють

P = 4 кН
a = 6м

32=h  м

RA= ?;  RB= ?

Рис. 2.8
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тільки дві сили – реакції шарніра A і шарніра C. Згідно аксіоми 1 частина арки AC

буде в рівновазі, якщо = –A CR R .
Розглянемо тепер праву частину CB арки. Ліва половина арки діє на праву

в протилежну сторону (рис. 2.8,б). На праву арку діють три сили ,CR P  і невідома
реакція опори BR  B . Точка D – точка перетину сил iCR P . За теоремою 1.2
лінія дії реакції BR  проходить через точку D.

Використаємо аналітичний спосіб.

Спочатку знайдемо кут α : 
2 3 3

= ; 30
6 3

h
tg

a
α α= = = °

3∆CDK   tg30 3 3;  3 .
3

З DK CK DK м= ° = = =

Розглянемо подібні трикутники BOD і LKD.

; ; 3 ; 2 3+ 3=3 3( ).
2

OB OD OB KD a
KL OB м OD h DK м

KL KD OB

⋅= = = = = + =

3 3Тоді 1    1 .
3 3

KL (м); KL (м)= = =

1 3З ∆    tgβ = ;   β 30 ;  β α 30
33

KL
DKL

DK
= = = ° = = °

Це означає, що між сторонами CD і DL кут 90°.
Початок осей координат виберемо в точці D, вісь y спрямуємо по стороні

DC, а вісь x – по DL.
Складемо рівняння рівноваги:

1

0; - cosβ 0;
X

n

k BF R P= + =∑
k=

(1)

1

0; – cos(90-α) 0.
Y

n

k CF R P= + =∑
k=

( 2)

З виразу (1) B B

3
R Pcosβ 4 2 3( ); R 2 3( ).

2
кН кН= = = =

З виразу (2) с C A CR P sin 2 (кН); R 2 (кН); R R 2 (кН).α= = = = =
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Рис. 2.10

Рис. 2.11

Рис. 2.12

2.5. Задачі для самостійного розв’язування

Задача 2.6  (рис. 2.9).

Невагомі стержні AB і CD жорстко з’єднані під
прямим кутом в точці D. AD=DB. Знайти реакції
рухомої опори C і шарніра A, якщо в точці B стер-
жня під кутом 60° прикладена сила F = 0,3 кН.

Відповідь: 0,3 0,3 3A CR кН; R= = ⋅ кН

Задача 2.7  (рис. 2.10)

Однорідний гладенький циліндр вагою 1,2 кН
утримується між вертикальною площиною і площи-
ною, відхиленою від неї на кут 60°. Знайти силу тис-
ку циліндра на ці площини.

Відповідь: N1= 0,693 kH;  N2 = 0,693 kH.

Задача 2.8  (рис. 2.11).

Два невагомі стержні AC і BC з’єднані шарнір-
но в точці C, до якої через блок D підвішено тіло 1
вагою 12 Н. Знайти реакцію стержня BC, якщо кут
α = 60°.

Відповідь: RB = – 6 H.

Задача 2.9  (рис. 2.12).

Стержень AB прикріплений до вертикальної стінки за
допомогою шарніра A і утримується під кутом 60° до стінки
за допомогою невагомого каната BC, який утворює зі стер-
жнем також кут в 60°. Знайти величину і напрям реакції шар-
ніра A, якщо відомо, що вага стержня 120 Н.

Відповідь:  104AR = Н.

Рис. 2.9
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Задача 2.10 (рис. 2.13).

Знайти зусилля в невагомих стержнях 1 і 2, які в точ-
ках A, B і C мають шарнірні з’єднання.

В точці C прикладені три сили: вертикально вниз сила
P1 = 2 кH, горизонтальна сила P2 = 4 кH і сила P3 = 6 кH
складає кут в 70° з вектором сили 1P .

Відповідь: S1 = 10,37 кН;   S2 = – 0,77 кН.

3. Система сил, довільно розміщених на площині
В цьому розділі розглянемо систему сил, які довільно розміщені в одній

площині. Введемо нові поняття: момент сили відносно точки і пара сил.

3.1. Момент сили відносно точки. Пара сил. Момент пари сил
Під дією сили тіло може рухатись

поступально, або обертатись. Обер-
тальна дія сили виражається момен-
том сили.

Момент сили відносно точки О
дорівнює добутку модуля сили на
плече.

Плече – це найкоротша відстань лінії
дії сили до точки О (рис. 3.1).

FdFMо ±=)( . (3.1)
Якщо обертальний рух тіла під дією моменту сили виконується проти ходу

годинникової стрілки, то цей момент має знак “ + ” (рис. 3.1,а), якщо за ходом
годинникової стрілки – то знак “ – ” (рис. 3.1.б).

Розмірність моменту сили [ ] [ ] [ ] =⋅= dFMо Нм .
З рисунка 3.1(б) видно, що

2)( =FMо  пл  ∆OAB. (3.2)
Відмітимо слідуючі властивості моменту сили відносно точки:
1. Момент сили відносно точки не зміниться при перенесені точки прикла-

дання сили вздовж її лінії дії, так як при цьому не змінюється ні модуль сили, ні
довжина його плеча.

2. Момент сили відносно точки дорівнює нулю тільки тоді, коли модуль
сили дорівнює нулю, або коли лінія дії сили перетинає цю точку (тому що в
цьому випадку довжина плеча дорівнює нулю).

Рис. 3.1

Рис. 2.13
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Пара сил – це дві сили, які рівні по
величині, протилежно напрямлені, лінії дії
їх паралельні і знаходяться на відстані d
одна від одної (рис. 3.2).

/
.F F= −

d – плече пари сил.
Під  дією пари сил тіло буде оберта-

тись. Якщо під дією пари сил тіло буде обер-
татись проти ходу годинникової стрілки, то
цей момент пари сил має знак “ + ”

(рис. 3.2,а), якщо за ходом годинникової стрілки – то знак моменту “ – ” (рис. 3.2,б).

Теорема 3.1. (Теорема про момент пари сил).
Момент пари сил дорівнює добутку однієї із сил пари на плече пари сил.

FdM ±= .  (3.3)

Доведення. Нехай сили F  і /F складають пару
сил (рис. 3.3).

Моменти сил F  і /F відносно довільної точки
О будуть:
M1=F·AO. (а)     M2=F /·AO. (б)

Знайдемо алгебраїчну суму моментів сил F  і
/F , що складають пару сил, відносно точки О.

/
1 2 ( )M M M F AO F BO F AO BO F d= + = ⋅ − ⋅ = − = − ⋅ .

Таким чином, сума моментів сил, що склада-
ють пару сил, не залежить від вибору точки О, а вираз M = ± F · d  – є характе-
ристикою обертального моменту пари сил.

Таким чином, сума моментів сил, що складають пару сил, не залежить від
вибору точки О, а вираз M = ± F · d  – є характеристикою обертального момен-
ту пари сил.

3.2. Теореми про паралельне перенесення сил
і про перенесення пари сил

В пункті 1.2 теоремою 1.1 доведено, що силу можна переносити по лінії її дії
і від цього дія сили на тіло не зміниться.

Виникає два питання:

Рис. 3.2

Рис. 3.3
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1) Чи зміниться дія сили на тіло, якщо її перенести паралельно самій собі?
2) Чи зміниться дія пари сил на тіло, якщо її перенести в інше місце в пло-

щині її дії?
Відповіді на ці питання дають теореми 3.2 і 3.3.

Теорема 3.2. Силу можна перенести паралельно самій собі, якщо до цієї сили
приєднати пару сил, момент якої дорівнює моменту сили відносно точки, куди
переносять цю силу.

Доведення. Нехай в точці А діє сила F  (рис. 3.4,а). В точці О прикладемо дві
зрівноважені сили 1F  і 2F  причому F1 = F2 = F (рис. 3.4,б). Це можна зробити
згідно аксіоми 2. Ми маємо вже три сили, з яких сили 1F  і 2F  складають пару сил.
З рисунка 3.4.б видно, що сила діє вже в точці
О, і, крім цього, є пара сил з моментом М =
F · AO. Щоб кожного разу не малювати пару
сил, домовимось пару сил малювати
стрілкою, як показано на рис. 3.4 (в).

Теорема 3.3. Пару сил можна переносити
в площині її дії і від цього її дія на тіло не
зміниться.

Доведення. Нехай в площині діє пара сил
з плечем АВ. Момент паёри M = + F · AB.
Візьмемо в довільному місці на цій площині
відрізок CD = AB і на це місце перенесемо
пару сил. Спочатку перенесемо сили 1F  і

2F  по лінії їх дії в точки L і К. Від цього дія

Рис. 3.4

Рис. 3.5
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Рис. 3.6

сил на тіло не зміниться. Приєднаємо до цих сил в точках К і L зрівноважені сили

= =2 – 3, 5 – 4F F F F , причому F2 = F3 = F4 = F5 = F.

Дію сил iF 3F  замінимо силою 31 FFR += , а дію сил 1 4іF F  – силою

= +2 1 3R F F . Сили =1 2–R R  – зрівноважені і їх можна відкинути. Залишаються
сили 2F  і  5F , які по лінії їх дії переносимо в точки С і D. Отримали пару сил, момент
якої  M2 = F2 · CD, що співпадає з моментом  M1 як по величині, так і по знаку.

3.3. Теорема про додавання пар сил. Умова рівноваги системи пар сил
Перед тим, як довести цю теорему, розглянемо таке означення.
Означення. Дві пари сил називаються еквівалентними, якщо в них однакові

моменти як по величині, так і по знаку.
Якщо замість пари сил з моментом M1=+F·d, що діє на тіло, прикласти

другу пару сил з моментом M2=+Q·h і при цьому M1=M2 (Fd=Qh), то стан
тіла від цього не зміниться. Еквівалентні пари можуть відрізнятися своїм місцез-
находженням в площині, модулем сили, довжиною плеча, аби тільки в них
були однакові моменти пари по величині і по знаку.

Теорема 3.4. (Теорема про додавання пар сил).
Якщо в одній площині діє декілька пар сил, то їх дію можна замінити дією однієї
пари сил, момент якої дорівнює алгебраїчній сумі моментів заданих пар сил.

Доведення:
Нехай на тверде тіло в одній площині діє три пари сил з моментами: M1=F1·d1,

M2=F2·d2, M3=F3·d3 (рис. 3.6,а). Перетворимо ці пари в еквівалентні з плечем d = АВ.

 M1=F1·d1=Q1d;   M2=F2·d2=Q2d;   M3= –F3·d3= –Q3d.
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Перенесемо сформовані еквівалентні пари до плеча АВ. В точці А будуть
сили 321 ,, QQQ , а в точці В – /

3
/
2

/
1 ,, QQQ  (рис. 3.6,б).  Ці сили діють по

прямим лініям і їх дію замінимо силами, модулі яких R = Q1 + Q2 – Q3,  а
3

/
2

/
1

/ QQQR −+=′  (рис. 3.6,в). Ці сили складають пару сил ),( /RR  з плечем
АВ=d. Знайдемо момент цієї пари сил.

321321321 )( MMMdQdQdQdQQQdRM −+=−+=⋅−+=⋅= .

Це і треба було довести.
Якби задана система пар сил мала п пар, розміщених в одній площині, то

отримали б одну рівнодійну пару сил з моментом

∑
=

=
n

k
kMM

1
. (3.4)

Виведемо тепер умову рівноваги системи пар сил, розташованих в одній
площині.

Система пар сил, розміщених в одній площині, як тільки що було доведено,
може бути замінена еквівалентною парою, момент якої дорівнює алгебраїчній
сумі моментів заданих пар сил (3.4).

Для того, щоб система пар сил, розміщених в одній площині, зрівноважу-
валась, необхідно і достатньо, щоб алгебраїчна сума моментів всіх даних пар
дорівнювала нулю.

0
1

== ∑
=

n

k
kMM . (3.5)

3.4. Зведення плоскої системи сил до даного центра.
Головний вектор і головний момент

Розглянемо плоску довільно розміщену систему сил. Як завжди, ми повинні
розв’язати дві основні задачі статики:

1) спростити цю систему сил (як що це можливо) і 2) знайти умови рівнова-
ги цієї системи сил.

Нехай в одній площині діє п сил, розташованих довільно (рис. 3.7,а).
Візьмемо в площині дії сил довільну точку О, яку назвемо центром зведення.

Використовуючи теорему 3.2, перенесемо сили 1 2, ... nF F F  паралельно самим
собі в центр О. Це можна зробити, якщо до цих сил приєднати пари сил з момента-
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ми   M1, M2 ... Mn (рис. 3.7,б). Як видно з рисунка 3.7(б), ми отримали приведену
систему збіжних сил і зведену плоску систему пар сил. Зведену систему збіжних
сил можна замінити однією силою /R  (дивись п. 2.1), а зведену плоску систему
пар сил можна замінити однією парою сил з моментом М0 (дивись п. 3.3).

Тоді ∑
=

=
n

k
kFR

1

/
; (3.6)

1 1

( )
n n

k k
k k

Mо M Mо F
= =

= =∑ ∑ . (3.7)

Величина 1R /, яка дорівнює геометричній сумі всіх сил системи (3.6), нази-
вається головним вектором цієї системи.

Величина M0, яка дорівнює алгебраїчній сумі моментів всіх сил відносно
центра зведення (3.7), називається головним моментом системи відносно цент-
ра зведення О.

Ми довели теорему Пуансо. Луї Пуансо (1777–1859) – французький ме-
ханік, математик, член Паризької АН.

Теорема 3.5. (Теорема Пуансо). Довільну плоску систему сил, що діє на
тверде тіло, в загальному випадку можна замінити однією силою, рівною
головному вектору  системи сил і прикладеній в довільно вибраному центрі
зведення О, і однією парою сил з моментом, рівним головному моменту  си-
стеми сил відносно центра зведення О (рис. 3.7,в).

Примітка: між поняттям рівнодійної і головного вектора є слідуюча різниця.
Рівнодійна – це одна сила, що замінює дію всієї системи сил.
Головний вектор – це сила, що замінює дію зведеної системи збіжних сил, і

крім нього, діє ще пара сил (головний момент).

KxF

Рис. 3.7
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3.5. Аналітичний спосіб знаходження головного вектора
плоскої довільної системи сил

В пункті 2.2 аналітичним способом було знайдено рівнодійну системи збіжних

сил. Аналогічно знаходиться і головний вектор /
1R довільної плоскої ситеми сил.

n
/
X

k 1

R А ;Kx
=

=∑      
n

/
Y

k 1

R .KyF
=

= ∑ (3.8)

n n
/ 2 2

k 1 k 1

R ( ) ( ) .Kx KyF F
= =

= +∑ ∑ (3.9)

/

/

),cos(
R

R
iR X= ;  /

//
),cos(

R

R
jR Y= . (3.10)

По формулам (3.8) знаходяться проекції головного вектора на коорди-
натні осі, по формулі (3.9) – модуль головного вектора, а по формулам (3.10)
– напрям головного вектора.

3.6. Окремі випадки зведення плоскої довільної системи сил
 Як підкреслювалось в теоремі 3.5, в загальному випадку довільна плоска

система сил зводиться до головного вектора /R  і головного моменту М0

/
00; 0R M≠ ≠ .

Але можливі окремі випадки.

1) Нехай в площині діють такі сили, що головний вектор / 0R = , а головний
момент 0 0M ≠ . В цьому випадку система сил зводиться до однієї пари сил, з
моментом 0M , і під дією цієї пари сил тіло буде виконувати обертальний рух.

2) Нехай в площині діють такі сили, що головний вектор / 0R ≠ , а головний

момент 0 0M = . В цьому випадку система сил зводиться до однієї сили R , тобто
до рівнодійної, точка прикладання якої співпадає з центром О зведення.

3) Нехай в площині діють такі сили, що / 0R ≠ , 0 0≠M . Доведемо, що і
цьому випадку система сил зводиться до рівнодійної, але лінія дії її не проходить
через центр О. Проілюструємо це рисунком 3.8. На рисунку 3.8(а) показана пара
сил з моментом M0, а на рисунку 3.8(б) ця пара сил представлена з урахуванням
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плеча ОА пари, причому
/

1= =R R R , а момент

/
0 = ⋅M R OA . Сили /R  і 1R

зрівноважені і іх можна відки-

нути. Залишилась одна сила R
(рис. 3.8,в). Таким чином і в
цьому випадку система сил
зводиться до рівнодійної  при-

чому точка прикладання її знаходиться від центра зведення О на відстані

OA = M0 / /R . (3.11)

Теорема 3.6. (Теорема Варіньона. (П’єр Варіньон (1654–1722) – французький
математик та механік).
Якщо рівнодійна плоскої довільної системи сил існує, то її момент відносно
довільної точки дорівнює алгебраїчній сумі моментів всіх сил цієї системи віднос-
но тієї ж точки.

=∑0 0
1

( ).
n

kF
k=

M ( R) M (3.12)

Доведення. З рисунка 3.8(в) видно, що момент рівнодійної  R відносно точки

О дорівнює OARRM ⋅=)(0 . Згідно (3.11) 
/
0

R
MOA = . Тоді 0/

0
0 )( M

R

M
RRM =⋅= .

Але ∑
=

=
n

k
KFMM

1
00 )(  (дивись (3.7)).

В результаті маємо ∑
=

=
n

k
kFMRM

1
00 )()( . Теорема доведена.

3.7. Аналітичні умови рівноваги плоскої довільної системи сил
Розглянемо останній із можливих випадків зведення.
4) При зведені сил до даного центра може виявитися, що

0/ =R ; M0=0. (3.13)

Умови (3.13) є необхідними і достатніми умовами рівноваги довільної плос-
кої системи сил.

Рис. 3.8
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Для рівноваги довільної плоскої системи сил необхідно і достатньо, щоб
одночасно головний вектор і головний момент цієї системи сил відносно дов-
ільно вибраного центра зведення дорівнювали нулю.

Підставляючи рівності (3.13) в (3.7) і (3.9), отримаємо аналітичні умови рівно-
ваги плоскої довільної системи сил:

0
1

=∑
=

n

k
kX

F ;

0
1

=∑
=

n

k
kY

F ; (3.14)

0)(
1

0 =∑
=

n

k
kFM .

Рівності (3.14) є основною формою умов рівноваги довільної плоскої
системи сил. Ці рівності можуть бути виражені і в другій формі (приводимо їх
без доведення). Бажаючі можуть ознайомитись з доведенням в підручниках
[2], [13], [15].

0
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=∑
=
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F ;
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=

n

k
kA FM ; (3.15)

0)(
1

=∑
=

n

k
kB FM ,

де вісь ОХ не перпендикулярна лінії, що проходить через точки А і В.

0)(
1

=∑
=

n

k
kA FM ;

0)(
1

=∑
=

n

k
kB FM ; (3.16)

0)(
1

=∑
=

n

k
kC FM .

де точки А, В і С лежать в площині дії сил і через них можна провести трикутник.
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4. Методичні вказівки до розв’язування задач
про рівновагу плоскої довільної системи сил

4.1. Загальні зауваження
До розв’язування задач необхідно приступати тільки після попереднього

вивчення теоретичного матеріалу. Найбільш загальним методом розв’язування
задач на рівновагу є аналітичний метод.

Послідовність (методика) розв’язування задач статики приведена в розділі 2
(пункт 2.4). Цієї послідовності необхідно дотримуватись і при розв’язуванні задач
на рівновагу плоскої довільної системи сил.

Для отримання більш простих рівнянь рівноваги потрібно:
1) складаючи рівняння проекцій сил, необхідно одну з координатних осей

напрямити перпендикулярно до лінії однієї, а якщо можливо, то і двох невідомих
сил; при цьому проекція сили на цю вісь буде дорівнювати нулю, а на перпенди-
кулярну вісь сила спроектується в натуральну величину;

2) складаючи рівняння моментів для плоскої системи сил, доцільно вибра-
ти центр моментів в тій точці, де більше всього невідомих сил; тоді в рівняння
моментів всіх сил ввійде тільки одна невідома сила.

В тих випадках, коли при знаходженні момента сили відносно точки важко
знайти плече сили, то буває доцільно цю силу розкласти на дві взаємно перпенди-
кулярні складові і шукати момент цих складових сил відносно даної точки.

В більшості задач статики неможливо наперед вказати напрям реакції опо-
ри. Тому в цих випадках невідому реакцію треба розкласти на дві складові, які
напрямляються вздовж відповідних осей координат, і ввести їх в рівняння рівнова-
ги в якості невідомих. Якщо в результаті розв’язання рівнянь величина якої-не-
будь складової реакції буде від’ємна, то це означає, що в дійсності ця складова
реакції напрямлена в протилежну сторону вибраного напряму.

Якщо за умовою задачі необхідно знайти дію даного тіла на його в’язь, то в
рівняння рівноваги тіла необхідно вводити реакцію в’язі. Сила, яку шукаємо, буде
рівна по величині і протилежна по напряму знайденій реакції в’язі.

Перед розв’язуванням задачі необхідно встановити, чи статично визначена
задача, чи ні.

Ті задачі, де кількість невідомих реакцій в’язей (враховуючи окремі складові)
дорівнює кількості незалежних рівнянь рівноваги, які можна скласти для даної
конструкції, називаються статично визначеними. Якщо ж кількість невідомих
реакцій в’язей виявиться більше кількості незалежних рівнянь рівноваги конст-
рукції, то такі задачі називаються статично невизначеними. В останньому випад-
ку ці задачі можуть бути розв’язані методами опору матеріалів.
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4.2. Довільна плоска система сил

Задача 4.1.
На балку АВ вагою
G=2 кН діє розподі-
лене навантаження
інтенсивністю q=2
кН/м і зосереджена
сила F=8 кН. Знайти

реакції опор А і В. Розміри пока-
зані на рисунку 4.1(а).

Розглянемо рівновагу балки
АВ. Для неї в’язями являються
опори в точках А і В. Опора в
точці А – нерухомий шарнір, в точці В – рухомий шарнір. Звільнимося від
в’язей (дивись пункт 1.4). Початок системи координат вибираємо в точці А. На
ділянці СВ діє розподілене навантаження. Дію розподіленого навантаження замі-
нимо дією зосередженої сили  Q=q·l  (4.1)

Так як розподілене навантаження рівномірне, то сила Q прикладена в точці
D – середині відрізку СВ. CD=DB=1,5 м (рис. 4.1,б)

Складемо рівняння рівноваги довільної плоскої системи сил в формі (3.14):

0
1

=∑
=

n

k
k X

F ;  XA – F cos 30° = 0; (1)

0
1

=∑
=

n

k
kY

F ;  YA + RB – F sin 30° – G – Q = 0; (2)

1
1

( ) 0; sin 30 1,5 3 4,5 6 0.
n

A k B
k

M F F G Q R
=

= − °⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ =∑ (3)

З рівняння (1) знаходимо: = ° =cos30 4 3AX F  (кН).

З рівняння (3) знаходимо: ° ⋅ + ⋅ + ⋅= =sin 30 1,5 3 4,5
6,5

6B

G Q
R 1F  (кН).

З рівняння (2) = ° + + − =sin30 5,5A BY F G Q R (кН).
Зробимо перевірку результатів. Для цього складемо таке рівняння рівно-

ваги, щоб в нього ввійшло якнайбільше знайдених раніше невідомих реакцій
в’язей, і якщо це рівняння після підстановки числових значень реакцій буде
дорівнювати нулю, то це означає, що реакції знайдено вірно.

Рис. 4.1

G=2 кН
q=2 кН/м
F=8 кН

RА=?;
RВ=?
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1
3 sin 30 3 1,5 3 5,5 3 8 3 6 1,5 6,5 3 0.

2A BY F Q R= − ⋅ + °⋅ − ⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ =∑
n

C k
k=1

M ( F )

Реакція в точці А 2 2 2 26,93 +5,5 8,85 ( ).A A AR X Y кН= + = =

Задача 4.2.
На балку АВ з за-
щемленим кінцем
діє на ділянці СD
рівномірно розпо-
ділене наванта-
ження інтенсивні-
стю q=1,5 кН/м, в

точці В діє сила F=6 кН під ку-
том α=45° і , крім цього, на бал-
ку діє пара сил з моментом M=4
кНм. Знайти реакції защемлення.
Розміри вказані на рисунку 4.2(а).
Вагу балки не враховувати.

Розглянемо рівновагу балки АВ. Для неї в’яззю є опора в точці А (жорстке
защемлення). Звільнимося від в’язі і замінимо її дію на балку реакціями XА, YА,
MА, де MА – реактивний момент (рис. 4.2(б).

Розподілене навантаження замінимо зосередженою силою
Q=q·l =1,5 ·3=4,5 (кН).

Складемо рівняння рівноваги в формі (3.14):

1
X

n

k
k

F 0;
=

=∑ XA – Fcos45° = 0 (1)

1
Y

n

k
k

F
=

=∑ 0; YA – Fsin45°– Q = 0;  (2)

1

( )
n

A k
k

M F
=

=∑ 0; MA – M – Q · 3,5 – Fsin45° · 7 = 0. (3)

З рівняння (1) знаходимо: = ° = ⋅ =2
cos45 6 4,24 

2AX F ( кН) ;  XА = 4,24 кН.

q = 1,5 кН/м
F = 6 кН
α = 45°
M = 4 кНм

RА= ?; МА= ?

Рис. 4.2
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З рівняння (2) : = °+ = + =2
sin45 4,5 6 8,74

2AY F Q  (кН);  YА = 8,74 кН;

З рівняння (3): = + ⋅ + °⋅ = + ⋅ + ⋅ ⋅ =23,5 sin45 7 4 4,5 3,5 6 7 49,44
2AM M Q F  ( кН ) ;

MА = 49,44 кН.

Зробимо перевірку: 
1

( ) 7 3,5
n

B k A A
k

M F M Y M Q
=

= − ⋅ − + ⋅ =∑
49,45-8,74 7 4 4,5 3,5 0,02 0.= ⋅ + ⋅ = ≈-

Задача 4.3.
Знайти реакції в жорсткому защемленні, якщо інтенсивність роз-
поділеного навантаження qmax = 3 кН/м, а зосереджена сила
F = 4 кН. Розміри балки в метрах показані на рисунку 4.3(а). Вагу
балки не враховувати.

Розглянемо рівновагу балки АВD. В точці А – жорстке защем-
лення (див. задачу 4.2). На ділянці ВD діє розподілене наванта-

ження по закону трикутни-
ка  і  досягає  найвищої
інтенсивності в точці D.

Знайдемо рівнодійну
розподіленого навантаження.

Рівнодійна трикутного
навантаження чисельно
дорівнює половині добут-
ку максимальної інтенсив-
ності на довжину наванта-
женої ділянки, а лінія її дії
проходить на відстані,
рівній 2/3 довжини ділянки від кінця, на якому інтенсивність дорівнює нулю.

max ;
2

q l
Q

⋅=  2
;

3
BC l=  1

.
3

СD l=  (рис. 4.3,б). (4.2)

В даному випадку 
3 6

9( ).
2

Q кН⋅= =  
2

6 4( );
3

BC м= ⋅ =  
1

6 2( ).
3

СD м= ⋅ =

l = 6 м
qmax = 3 кН/м
F = 4 кН

ХА = ?,YА = ?
МА = ?

Рис. 4.3
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Реакції опори А показані на рисунку 4.3(б).
Запишемо рівняння рівноваги в формі (3.14):

1

0;
X

n

k
k

F
=

=∑ XA – F sin 60° = 0; (1)

1

0;
Y

n

k
k

F
=

=∑ YA + F cos 60° – Q = 0; (2)

1

( ) 0;
n

KA
k

M F
=

=∑ MA + F ·sin 60° ·3  – Q·4 = 0. (3)
Розв’язуючи ці рівняння, знаходимо: XA = 3,46 кН; YA = 7 кН;

MA = 25,61 кНм.
Для перевірки запишемо рівняння:

1

( ) 6 4 cos 60 6 sin 60 1 2 0,01 0.
n

D k A A A
k

M F Y X M F F Q
=

= − ⋅ + ⋅ + − °⋅ − ° ⋅ + ⋅ = − ≈∑

Задача 4.4.
Знайти зусилля
в стержнях, які
підтримують
балку АВ (рис.
4.4). Вагою
стержнів і бал-

ки АВ знехтувати.

Розглянемо рівновагу бал-
ки АВ. Для неї в’язями є стержні
1, 2, 3. Звільнимося від цих
стержнів.

Стержні  невагомі ,  на
кінцях мають шарнірні з’єднання, тому реакції цих стержнів напрямлені по

стержням. Це .,, 321 SSS  Дію розподіленого навантаження замінимо дією зо-
середженої сили Q = q · l = 10 · 3 = 30 (кН). На рисунку 4.4, сила Q показана
штриховою лінією. Запишемо рівняння рівноваги в формі (3.15):

1
X

n

k
k

F
=

=∑ 0; − ° + ° + ° =1 2cos45 sin30 cos30 0;FS S (1)

1

( )
n

A K
k

M F
=

=∑ 0; − °⋅ − − ⋅ + ⋅ =1 3sin30 1,5 4,5 6 0;F M Q S (2)

Рис.  4.4

F = 20 кН
M = 30 кНм
q = 10 кН/м

S1=?    S2=?
S3=?
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1

( ) 0;
n

B K
k

M F
=

=∑ 1 2sin 45 6 cos30 6 sin 30 4,5 1,5 0.− °⋅ − ° ⋅ + ° ⋅ − + ⋅ =S S F М Q (3)

Розв’язуючи ці рівняння, знаходимо: S1 = 20,72 кН, S2 = – 5,36 кН,  S3 = 30 кН.
Зробимо перевірку.

cos sin sin
Y

n

kF F Q= °+ °− °− + ≈∑ 2 1 3
1

30 45 30 0,05
k=

S S S

Знак “ – ” при S2 показує, що в дійсності реакція стержня 2 напрямлена в
протилежну сторону вибраному напряму.

Зусилля в стержнях чисельно дорівнюють реакціям відповідних в’язей.

4.3. Розрахунок плоских ферм
Фермою називається геометрично незмінна конструкція, яка складаєть-

ся з прямолінійних брусів, з’єднаних між собою шарнірами, і служить для
сприйняття зовнішніх навантажень і передачі їх на опори. Якщо зовнішні
сили прикладені тільки до шарнірів, то ферма називається стержневою, а її
бруси – стержнями. Якщо зовнішні сили прикладені не тільки до шарнірів, а
і до точок самих стержнів, то така ферма називається балочною, а бруси її –
балками. Балки балочної ферми крім розтягу – стиску зазнають ще і згин.
Плоскою називається ферма, бруси якої розміщені в одній площині. Ми буде-
мо розглядати тільки плоскі стержневі ферми.

Точка, де стержні з’єднуються шарнірами, називається вузлом. Не всяке
шарнірне з’єднання стержнів є фермою. По означенню ферма повинна за-
безпечувати незмінність її форми (жорсткість). Самою простою фермою є
стержневий трикутник (рис. 4.5, а). Якщо з’єднати чотири стержні шарніра-
ми (рис. 4.5,б), то таке шарнірне з’єднання під дією прикладених в вузлах сил
буде змінювати свою форму і не являється фермою. Таке з’єднання в ме-
ханіці називається механізмом.

Рис. 4.5
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Щоб прямокутник зробити фермою, достатньо з’єднати дві протилежні вер-
шини стержнем (рис. 4.5,в). На рисунку 4.5(г) прямокутник також являється фер-
мою. Між останніми фермами є різниця: ферма на рис. 4.5(в) не має зайвого
стержня, а ферма на рис. 4.5(г) має один зайвий стержень.

Якщо з ферми неможливо зняти ні одного стержня, не змінивши її жорст-
кості, то таку ферму називають фермою без зайвих стержнів. Ми будемо розг-
лядати ферми без зайвих стержнів.

В плоскій фермі без зайвих стержнів має місце слідуюча залежність між
числом стержнів к і числом вузлів п:

к = 2n – 3. (4.3)
Зробити розрахунок ферми – це знайти реакції опор і зусилля в усіх стерж-

нях ферми. При цьому повинні виконуватись такі умови: а) всі стержні ферми
невагомі і прямолінійні, б) тертя в шарнірах відсутнє, в) навантаження, які діють
на ферму, лежать в її площині і прикладені тільки в вузлах. При виконанні таких
умов стержні ферми будуть зазнавати тільки стиск або розтяг.

Розрахунок ферми починається з знаходження реакцій опор ферми. Після
того, як реакції опор знайдені, можна приступати до визначення зусиль в стерж-
нях ферми. Для знаходження зусиль в стержнях можна використати:

1) спосіб вирізання вузлів,
2) спосіб Ріттера.
Як це робиться розглянемо на конкретному прикладі.

Задача 4.5.
 У ферми, зображеній на рисунку 4.6, знайти реакції опор
та зусилля в стержнях, якщо F1=12 кН,  F2=4 кН.

Розглянемо рівновагу ферми в цілому. Для неї в’язями є
опори в точках А і В. Звільни-
мося від в’язей (рис. 4.6).

1. Знайдемо реакції в’язей.
Запишемо рівняння рівно-

ваги:

1

0;
X

n

kF =∑
k=

  XA = 0; (1)

Рис.  4.6

F1=12 кН;  F2=4 кН

RА = ?   RВ = ?
S1 = ? ,…,  S7 = ?
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1

0;
Y

n

k
k

F
=

=∑ YA + RB – F1 + F2 = 0; (2)

1

( ) 0;
n

A K
k

M F
=

=∑ – F1·2 – F2 ·6 + RB · 8 = 0. (3)

З цих рівнянь маємо:  XA = 0;   YA = 10 кН;   RB = 6 кН.
Зробимо перевірку:

1 2
1

( ) 4 2 2 4 10 4 12 2 4 2 6 4 0
n

D k A B
k

M F Y F F R
=

= − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ =∑ .

Тепер перейдемо до обчислення зусиль в стержнях ферми. Але спочатку
перевіримо, чи є дана ферма статично визначена, тобто, чи виконується для неї
залежність (4.3). Тут число вузлів п=5, стержнів к=7. Підставимо в (4.3) і отримаємо

7 = 2 · 5 – 3,  тобто ця ферма статично визначена і жорстка.

2. Обчислення зусиль в стержнях ферми  способом вирізання вузлів
Вузли ферми знаходяться в точках A, C, D, L, B. Під дією активних сил і

опорних реакцій ферма в цілому знаходиться в рівновазі, а це означає, що в
рівновазі буде знаходитися і кожний умовно вирізаний її вузол. Розрахунок по-
трібно починати з того вузла, де сходяться два стержня. В даному випадку в
вузлах А і В сходяться по два стержні. Розрахунок почнемо з вузла А. Стержні 1 і
2, які сходяться в вузлі А ферми, є в’язями для цього вузла. Реакції цих стержнів
напрямляємо по стержням від вузла (рис. 4.7,а).

Якщо під час розв’язування задачі виявиться, що числові значення зу-
силь в стержнях додатні, то ці стержні розтягуються, а якщо від’ємні – то
стержні стискуються.

При розв’язуванні задачі необхідно знайти деякі кути. В нашому випадку:

Рис.  4.7
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.°2tga = = 1. a = 45
2

Після розгляду вузла А потрібно переходити до слідуючого вузла, у якого
невідомих зусиль не більше двох. Цим вузлом є точка С (рис. 4.7,б). Після вузла С
можна розглянути вузол D, або вузол L (рис. 4.7,в,г).

Для вузла  А:

1

0;
X

n

i
i

F
=

=∑ S2 + S1cos45° = 0;

1

0;
Y

n

i
i

F
=

=∑ YA + S1 sin45° = 0.

Звідки знаходимо: 2101 −=S  кН,  S2 = 10 кН.
Стержень 2 розтягується, а стержень 1 стискується.
Для вузла С:

1

0;
X

n

i
i

F
=

=∑ 0 0
4 3 1sin 45 sin 45 0S S S+ − =

1

0;
Y

n

i
i

F
=

=∑ 0 0
1 3 1cos 45 cos 45 0;S S F− − − =

Звідки знаходимо: 223 −=S  кН (стискується); S4 = – 8 кН (стискується).
Для вузла D:

1

0;
X

n

i
i

F
=

=∑ 0 0
6 5 2 3cos 45 cos 45 0;S S S S+ − − =

1

0;
Y

n

i
i

F
=

=∑ S3sin45° + S5sin45° = 0.

Звідки знаходимо: 5 2 2S =  кН (розтягується), S6 = 6 кН (розтягується).
Для вузла L:

X

n

i
i 1

F 0;
=

=∑ –S4 + S5cos45° + S7cos45° = 0;

Звідки знаходимо: 7 6 2S = −  кН (стискується).
Для перевірки розрахунків доцільно для кожного вузла побудувати мно-

гокутник сил. На рисунку 4.8 (а, б, в) показані многокутники сил в вузлах А, В і L.
Для вузла А відкладаємо реакцію YА в певному масштабі і проводимо через
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кінець і початок цього вектора напрями реакцій 1S  і 2S  до їх перетину (рис. 4.8, а).
Так як напрям сили YА нам відомий, то обходячи трикутник по пери-

метру по напряму YА, розставимо в ньому стрілки і тим самим знайдемо
напрям невідомих реакцій 1S  і 2S .

Якщо умовно перенести вектори 1S  і 2S  на стержні 1 і 2, що сходяться в
вузлі А, то ми побачимо, що реакція 1S  напрямлена по стержню 1 до цього
вузла, отже стержень 1 стискується; реакція 2S  напрямлена по стержню 2
від вузла, отже стержень 2 розтягується.

Після вузла А розглянемо вузол С. В цьому вузлі сходяться стержні 3 і 4,
зусилля в яких ще не відомі, і стержень 1, зусилля в якому вже знайдено. Крім
цього, на вузол С діє сила 

1F . Побудову цього силового многокутника потрібно
починати з відомих сил 

1F  і /
1S . При цьому треба звернути увагу на те, що реакція

/
1S  стержня 1 з точкою прикладання С дорівнює по модулю і напрямлена проти-

лежно реакції 1S  цього стержня з точкою прикладання А, тобто /
1 1=−S S  Побу-

дова многокутника в вузлі С показана на рисунку 4.8(б). На рисунку 4.8(в) побу-
дований многокутник в вузлі  L.

Заміряні в масштабі побудовані реакції стержнів чисельно повинні мало
відрізнятися від знайдених аналітично.

3. Обчислення сил в стержнях способом розрізу (спосіб Ріттера).
(А. Ріттер (1826–1908) – відомий німецький вчений.)
Спосіб Ріттера – це аналітичний спосіб знаходження зусиль в стержнях

ферми. Нехай в фермі (рис. 4.6) необхідно знайти зусилля тільки в стержнях 2, 3, 4.
Щоб знайти, наприклад, зусилля в стержні 4 способом вирізання вузлів, необхід-
но було спочатку розглянути рівновагу вузла А, а потім вже вузла С, куди входить
цей стержень. В цій процедурі немає потреби при використанні способа Ріттера.

Рис.  4.8
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Розріжемо ферму по стержням 2, 3, 4 на дві частини і розглянемо рівновагу,
наприклад, лівої частини. Реакції відкинутої частини ферми будуть напрямлені
по стержням 2, 3, 4. Як і раніше, ці реакції будемо напрямляти від вузла (рис. 4.9).

Знайдемо реакцію 4S . Для цього
рівняння моментів сил запишемо віднос-
но точки D. Чому відносно D? Тому що
моменти невідомих реакцій 2S  і 3S
відносно цієї точки дорівнюють нулю.

1

( ) 0;
n

D k
k

M F
=

=∑
1 44 2 2 0AY F S .− ⋅ + ⋅ − ⋅ =

Звідси знаходимо:  S4 =  – 8 кН.

Знайдемо реакцію 2S . Рівняння моментів
сил запишемо відносно точки С:

=∑
1

0;
n

C k
k=

M ( F ) – YA  · 2 + S2 · 2 = 0.
Звідси знаходимо  S2=10 кН.

Знайдемо реакцію 3S :

1

0;
Y

n

k
k

F
=

=∑ YA   – F1 – S3 sin45° = 0.

Маємо

3 2 2S = −  кН.
Перевага способу Ріттера в тому, що кожне з зусиль знаходиться незалежно

від других з одного рівняння. Ця перевага особливо помітна в тих випадках, коли
потрібно знайти не всі зусилля в стержнях ферми, а лише в деяких із них.

4.4. Знаходження реакцій опор складеної конструкції
Розглянемо тепер задачі на рівновагу не одного тіла, а системи тіл, які вільно

опираються один до одного, або з’єднаних між собою певним чином, і знаходяться
під дією довільної системи сил. Таку систему тіл називають складеною системою.

Задача 4.6.
Балка АВ складається з двох балок ВС і АС, з’єдна-
них між собою шарніром С. На складену балку
АВ діє сила в 20 кН, пара сил з моментом 30 кНм і
рівномірно розподілене навантаження інтенсив-

Рис.  4.9

F=20 кН;   М=30 кНм
q=2 кН/м

ХA=?;  YA=?;  RD=?;  RB=?
ХC=?;  YC=?
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ності 2 кН/м (рис. 4.10,а).
Не враховуючи вагу кон-
струкції, знайти реакції
опор і шарніра С.

Розглянемо рівновагу
балки АВ в цілому. Для неї
в’язями є нерухомий
шарнір А, рухомий шарнір
D і невагомий стержень BL.
Маємо чотири невідомих
ХА, YА, RD, RB, а незалеж-
них рівнянь для їх знаход-
ження можна скласти
тільки три (рис. 4.10,а).
Тому дану складену за до-
помогою шарніра С систему двох балок розріжемо по шарніру С на дві балки ВС
і СА і розглянемо рівновагу кожної з балок окремо (рис. 4.10, б, в).

Дія балки АС на балку ВС передається через шарнір С і, враховуючи те, що
напрям дії невідомий, то розкладемо реакцію CR  на дві складові ХС, YС
(рис.  4.10,б). Аналогічно і для балки АС, тільки реакція /

CR  буде напрямлена в
протилежну сторону реакції CR . Чисельно, / /,C C C CX X Y Y= = , а те що вони на-
прямлені в протилежні сторони враховано на рисунку 4.10, в. Розподілене наванта-
ження, що діє на балку ВС, замінимо зосередженою силою Q1=q·l1=2·3=6 (кН).
Аналогічно, для балки АС маємо Q2=q·l2=2·6=12 (кН).

Маємо тепер шість невідомих ХA, YA, RD, RB, ХC, YC. Для знаходження цих
невідомих маємо скласти шість рівнянь рівноваги. Ці шість рівнянь можна отри-
мати, якщо розглянути рівновагу балок АВ і ВС, або балок АВ і АС, або балок ВС
і АС. Ми вибираємо третій варіант.

Розглянемо рівновагу балок ВС і АС (рис. 4.10, б, в).
Складемо рівняння рівноваги балки ВС:

=∑
1

0;
X

n

k
ki=

F XC – F sin30° = 0; (1)

=∑
1

0;
Y

n

k
k=

F RB – F cos30° +RD – Q1 + YC = 0; (2)

=∑
1

0;
n

C k
k=

M ( F ) – RB  · 12 + F cos30° · 9 – RD · 6 + Q1 ·1,5  = 0. (3)

Рис.  4.10
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Складемо рівняння рівноваги балки АС:

1

0;
X

n

k
ki

F
=

=∑ / 0;C AX X− + = (4)

1

0;
Y

n

k
k

F
=

=∑ /
2 0;C AY Q Y− − + = (5)

=1

( ) 0;
n

C k
k

M F =∑ 2 3 12 0AQ Y M− ⋅ + ⋅ + = . (6)

Розв’язавши рівняння (1) – (6), маємо:
ХА = 10 кН,    YА = 0,5 кН,     RD = 42,16 кН,     RB = –7,34 кН,    ХC =10 кН,
YC =  – 11,5 кН.
Для перевірки цих результатів складемо одне з рівнянь рівноваги балки АВ

(рис. 4.10, а):

= − ⋅ + °⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + + ⋅ =∑ 2
1

12 cos30 9 6 1.5 3 12B D AR F R M Y
n

C k
k=

M ( F ) 1Q Q

7,34 12 20 0,866 9 42,16 6 6 1,5 12 3 30 0,5 12 0.= + ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + + ⋅ =

Задача 4.7.
Однорідний брус 2 ва-
гою 4 кН вільно опи-
рається в точці В на
однорідну балку 1 ва-
гою 6 кН. Знайти
опорні реакції в точ-
ках А і D і силу тиску,

який брус 2 спричиняє на балку 1
(рис. 4.11, а).

Якщо розглядати балки АС і ВD
як одне ціле, то для них опори знахо-
диться в точках A i D. Маємо 5 не-
відомих реакцій ХА, YА, МА, ХD, YD
(рис. 4.11, а).

Розглянемо окремо рівновагу
бруса ВD і балки АС (рис. 4.11, б, в).

Запишемо рівняння рівноваги
бруса ВD.

=∑
1

0;
X

n

k
ki=

F            XD = 0; (1)

Рис. 4.11

Q1=6 кН
Q2=4 кН

ХА=?, YА=?,
МА=?, ХD=?,
YD=?, /

BR =?
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∑
1

0;
Y

n

k
k=

F = RB – Q2 + YD = 0; (2)

∑
=1

0;
n

D k
k

M ( F ) = – RB · 4 + Q · 2 = 0; (3)

 Запишемо рівняння рівноваги балки АС:

∑
1

0;
X

n

k
ki=

F =   XA = 0; (4)

∑
1

0;
Y

n

k
k=

F = (5)

∑
1

0;
n

A k
k=

M ( F ) =  − ⋅ − ⋅ =12 3 0;AM Q/
BR (6)

/
BB RR = .

Розв’язуючи рівняння (1) – (6), маємо:

ХА = ХD = 0, YA = 8 кН, МA = 22 кНм,   YD = 2 кН, /
BR = 2 кН.

Перевіримо результати. Складемо одне з рівнянь рівноваги конструкції в
цілому (рис. 4.11, а):

1

= 2 1 + 4=

= 22 – 8 2 6 1 – 4 2 + 2 4 = 0.

AA 1 2 DM – Y - Q - Q 2 Y

–

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

∑
n

B k
k=

M ( F ) 

4.5. Задачі для самостійної роботи
Задача 4.8.
Знайти силу F, при якій момент

в жорсткому защемлені А дорівнює
40 кНм, якщо інтенсивність розподі-
леного  навантаження  q=2 кН /м ,
α =30° (рис. 4.12).

Відповідь: F=7 кН.
Рис.  4.12
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Задача 4.9.

Знайти опорні реакції балки СD, якщо
F = 8 кН, М = 6 кНм, q = 2 кН/м, α = 30°
(рис. 4.13).

Відповідь: YА = 7,73 кН,    ХВ = 4 кН,
YВ = 5,2 кН.

Задача 4.10.

На колінчатий важіль діють сили Р1 = 100 Н,
Р2 = 150 Н, Р3 = 200 Н. Знайти силу Р, необхідну
для зрівноваження важеля, і величину реакції
шарніра А. Вагою важеля знехтувати (рис. 4.14).

Відповідь: Р = 110 Н,   RА = 266 Н.

Задача 4.11 (рис. 4.15).

Однорідний стержень ОА вагою Р, закріп-
лений шарнірно в точці О, утримується в поло-
женні рівноваги за допомогою троса, переки-
нутого через блок В, на кінці якого є вантаж Q.
Знайти кут в між стержнем ОА і горизонтом, і
реакцію шарніра О, якщо Р = 200 Н, Q = 100 Н, а
кут α = 60°.

Відповідь: b = 30°, Х0 = 350−
 Н, Y0 =1 50 Н.

Задача 4.12.

Знайти зусилля в стержні 2, якщо сила F =
200 Н (рис. 4.16).

Відповідь: S2 =  –100 Н.

  Рис.  4.13

Рис.  4.14

Рис.  4.15

Рис. 4.16
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Задача 4.13.

Знайти зусилля в стержнях ферми,
якщо F1=40 кН, F2=120 кН (рис. 4.17).

Відповідь: S1 = 63,2 кН,
S2 = 126,4 кН, S3 =  – 60 кН,
S4 =  – 60 кН, S5 = 0,
S6 = – 63,2 кН, S7  = – 40 кН.

Задача 4.14.

Балка АD складається з двох ба-
лок АС і СD, з’єднаних між собою
шарніром в точці С. В точці D балка
СD підтримується невагомим стерж-
нем DЕ, який має на кінцях шарнірні
з’єднання. Знайти реакції в опорах А і
В, і зусилля в стержні DE, якщо F = 12
кН  (рис. 4.18).

Відповідь: ХА = 0,  YА = – 4 кН,
RВ = 12 кН,  Т = 4 кН.

Задача 4.15  (рис. 4.19).

Однорідна балка ВС має вагу 3 кН, а одно-
рідна балка АС – вагу 1,5 кН. Вантаж Q вагою 0,9
кН через трос діє на балку АС, причому АЕ=ЕС.
Знайти реакції опор А, В, D і реакцію шарніра С.

Відповідь: ХА = 1,53 кН,   YD = 1,96 кН,    ХB =
– 0,9 кН,   YB = 1,01 кН,
ХC =  ± 0,9 кН,  YC  = ± 0,03 кН.

5. Тертя ковзання і тертя кочення

5.1. Закони тертя ковзання
При намаганні перемістити одне тіло по поверхні другого в дотичній пло-

щині стичних поверхонь виникає сила тертя ковзання.

Рис. 4.17

Рис.  4.18

Рис.  4.19
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У 1781 році французький вчений Кулон експе-
риментально встановив основні наближені закони
для сухого тертя ковзання при спокої.

Закони Кулона можна встановити на приладі,
схема якого показана на рис. 5.1.

Для тіла А поверхня В є в’яззю. Якщо міняти
вагу гирь Q, то можна міняти силу, яка намагається
рухати тіло А вздовж поверхні В. Якщо сила Q = 0, то
тіло знаходиться в рівновазі і сила тертя F= 0. Якщо

збільшувати силу Q (при цьому тіло А не переміщується по поверхні В, а знахо-
диться в рівновазі), то з умови рівноваги виникає сила тертя F , яка дорівнює ак-
тивній силі Q  і протилежно їй напрямлена. Збільшуючи силу Q  при одному і тому
ж нормальному тиску G , можна досягти такого моменту, коли сила Q  виведе тіло
А з рівноваги і воно почне рухатись по в’язі В. Отже, буде досягнуто граничне
положення, при якому сила тертя стане найбільшою і не зможе зрівноважити силу
Q  при її подальшому збільшенні. Міняючи силу нормального тиску , можна дос-
лідити, як змінюється при цьому гранична сила тертя  Fmax. Можна також дослідити
вплив на граничну силу тертя площі стичних поверхонь, зберігаючи при цьому
нормальний тиск, а також дослідити вплив матеріалу тіл, що стикаються та інше.

Закони Кулона
1. Сила тертя ковзання знаходиться в дотичній площині стичних повер-

хонь тіл і напрямлена в протилежну сторону можливого переміщення тіла
під дією активних сил. Величина сили тертя може змінюватись від нуля до
максимального значення, при якому тіло починає рухатись.

2. Максимальна сила тертя ковзання не залежить від площі стичних
поверхонь.

3. Максимальна сила тертя ковзання пропорційна силі нормального тис-
ку (нормальній реакції) поверхонь тіл, між якими вона виникає.

max ,F f N= ⋅ (5.1)
де f – коефіцієнт тертя ковзання, безрозмірна величина.

4. Коефіцієнт тертя ковзання залежить від матеріалу і фізичного ста-
ну поверхні стичних тіл.

 Для абсолютно гладеньких тіл f=0. Для реальних тіл він знаходиться в
межах 0 1f≤ ≤ .

Закон Кулона (5.1) справедливий і при ковзанні одного тіла по поверхні дру-
гого з деякою відносною швидкістю. В наближених технічних розрахунках вважа-

Рис. 5.1
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ють, що коефіцієнт тертя не залежить
від відносної швидкості ковзання.

Повна реакція R  шорсткої по-
верхні при наявності тертя визна-
чається по величині і по напряму
діагоналлю прямокутника, побудо-
ваного по нормальній реакції N  і
силі тертя TPF .

TPR N F= + , (5.2)

Повна реакція R  відхилена від
нормалі до опорної поверхні на кут
β в сторону, протилежну зсувній силі
Q  (рис. 5.2, а). З збільшенням зсув-
ної сили  (тобто одночасно з збільшенням сили тертя )TPF  повна реакція  все
більш відхиляється від нормалі, досягаючи найбільшого відхилення, коли 

TPF  ста-
не рівною maxF . Найбільше значення кута відхилення β  повної реакції R  від
нормалі називається кутом тертя ϕ. З рис. 5.2 (б) і формули (5.1) маємо

maxF
tg f

N
ϕ = = .

Чим менший коефіцієнт тертя ковзання f, тим менший кут тертя ϕ ;  коли f =
0, то і ϕ = 0. В цьому ідеальному випадку поверхні стичних тіл називаються абсо-
лютно гладкими. Реакція абсолютно гладенької поверхні напрямлена по нормалі
до цієї поверхні.

Конус з вершиною в точці дотику тіл, твірна якого складає кут тертя з
нормаллю до поверхні, називається конусом тертя (рис. 5.2,б).

Якщо коефіцієнт тертя ковзання в спокої при ковзанні тіла по поверхні, яка
є в’яззю, в різних напрямах один і той же, то реакція maxR  цієї в’язі відхиляється
від нормальної реакції N  у всіх напрямах на однаковий кут тертяϕ, і конус тертя
буде круглим з кутом при вершині рівним 2ϕ.

Використовуючи конус тертя, можна сформулювати умову рівноваги тіла
на шорсткій поверхні.

Якщо активні сили, що діють на тіло, приводяться до рівнодійної актив-
них сил P , то при рівновазі тіла на шорсткій поверхні рівнодійна активних сил
по аксіомі про рівновагу двох сил, прикладених до твердого тіла, зрівнова-
жується повною реакцією  шорсткої поверхні (рис. 5.2, б). Повна реакція про-
ходить через вершину конуса, а це означає, що і лінія дії рівнодійної активних
сил проходить через вершину конуса.

Рис. 5.2
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Тепер можна зробити висновок: будь-яка активна сила, яка проходить
через вершину конуса тертя і знаходиться в ньому, не може спричинити рух

тіла по шорсткій поверхні.
Є багато експериментальних методів зна-

ходження коефіцієнта тертя ковзання. Приведе-
мо для ілюстрації один з цих методів (рис. 5.3).
Рухома площина АВ може обертатись навколо
шарніра А, змінюючи кут нахилу α.

Нехай треба знайти коефіцієнт тертя
ковзання між тілом D і похилою площиною
АВ. Будемо збільшувати кут α до тих пір,
поки не виведемо тіло D з рівноваги. Зафік-
суємо цей кут α.

Запишемо рівняння рівноваги тіла D:

∑
1

0;
X

n

k
k=

F = FTP – G sin α = 0; (1)

∑
1

0;
Y

n

k
k=

F = N – G cos α = 0. (2)

Використаємо формулу (5.1):
FTP = fN. (3)

З виразу (2) N= G cos α, з виразу (3)  FTP = f · G cos α.
Підставимо силу FTP  у вираз (1) : Gf cosα –  G sin α = 0.
Маємо: f = tgα.
Так як кут α  відомий, то можна знайти значення коєфіцієнта тертя ковзання.

5.2. Тертя кочення
Тертя кочення виникає тоді, коли одне

тіло котиться по поверхні другого (рис. 5.4).
Нехай циліндричний коток вагою G  ра-

діусом r знаходиться на горизонтальній пло-
щині. До центра С котка прикладена актив-
на сила Q . Під дією котка опорна поверхня
деформується і точка прикладання нор-
мальної реакції N  і сили тертя TPF  з точки
В переміщується в деяку точку А (рис. 5.4).Рис.  5.4

Pис. 5.3
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Складемо рівняння рівноваги котка:

∑ 0;
X

n

k
k=

F =
1

Q – FTP = 0;

∑
1

0;
Y

n

k
k=

F = N – G = 0.

Звідки маємо:   FTP = Q;    N = G.
Отримали дві пари сил: перша пара (Q,  TPF ) намагається привести ко-

ток в рух, а друга пара ( N , G ) протидіє цьому руху. Момент протидіючої
пари називається моментом опору при коченні Мк і дорівнює добутку сили
N на плече пари к.

Мк=кN (5.4)

Коефіцієнт к називається коефіцієнтом тертя кочення. Він має розмірність
довжини. Коефіцієнт к показує, на який відрізок зміщується нормальна реакція
N  при коченні в граничному випадку рівноваги.

Коефіцієнт тертя кочення знаходиться експериментально і залежить від вла-
стивостей даної пари стичних поверхонь.

5.3. Методичні рекомендації
до  розв’язання задач на рівновагу з урахуванням сил тертя

Аналітичний метод розв’язування задач статики з урахуванням сил тертя
залишається таким самим, як і в тих випадках, коли тертя не враховується. Різниця
тільки в тому, що в рівняннях рівноваги з’являються, крім нормальних реакцій,
сили тертя. При цьому максимальне значення сили тертя ковзання знаходиться за
формулою Fmax = fN, а при коченні максимальний момент опору Мк = кN.

Задача 5.1.

На барабан намотаний трос, до кінця якого підвішений
вантаж вагою 4,5 кН. Знайти найменшу величину сили P ,
яка прикладена до важеля колодкового гальма при рівно-
вазі барабана, якщо коефіцієнт тертя ковзання дорівнює
0,5. Вагою важеля знехтувати (рис. 5.5, а).

l1= 1,7 м;    l2 = 0,17 м
d1 = 0,6 м;    d2 = 0,1 м
G = 4,5 кН;    f = 0,5

Рmin = ?
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Розглянемо рівновагу барабана (рис. 5.5, в). Для нього в’язями є опора в
точці О (реакції Х0,Y0) і важіль О1В. В точці А барабана зі сторони важеля діє
нормальна реакція N  і сила тертя TPF . Сила тертя напрямлена в протилежну
сторону можливого переміщення точки А.

Запишемо рівняння моментів сил відносно точки О:

∑
n

0 k
k=1

M ( F ) = 0;         2 1
TP

d d
G F 0.

2 2
− ⋅ =

Звідси маємо 
1

2

d
dGFTP =  . В свою чергу максимальне значення сили тертя

FTP = fN.
1

2

fd
dG

f
FN TP == . (1)

Розглянемо рівновагу важеля О1В. Для нього в’язями є опора в точці О1

(реакції Х01, Y01) і барабан. В точці А важеля буде нормальна реакція NN −=
/

і сила тертя = − ./

TP TPF F  (рис. 5.5, б).
 Запишемо рівняння моментів сил відносно точки О1:

∑ 1
1

0;
n

0 k
k=

M ( F ) =    /
1 2 0P l N l .− ⋅ + ⋅ =

Маємо 
1

2/

l
lNP = .

Рис.   5.5
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Використаємо вираз (1).  Тоді  
11

22

lfd
ldGP = 0,1 17

4,5 0,15
0,5 0,6 1,7

⋅=
⋅ ⋅

0, = ( кН ) .

Рmin = 150 Н – це мінімальне значення сили Р, при дії якої барабан буде
нерухомим. Зрозуміло, що при P > 150 Н барабан тим більше буде в спокої.

Задача 5.2.
Пружина, що розтягнута силою Р, притискує невагомий важіль
до кулачка, який обертається. На кінці важеля знаходиться ван-
таж G. Знайти силу тиску кулачка на важіль і реакцію шарніра
О, якщо коефіцієнт
тертя ковзання між
кулачком і важелем
0,1 (рис. 5.6.).

Ро з гл ян емо
рівновагу важеля ВОС. Для нього в’я-
зями є опора в точці О (реакції X0, Y0)
і кулачок. В точці В на важіль діє нор-
мальна реакція N  і сила тертя TPF .

FTP = fN. (1)
Запишемо рівняння рівноваги важеля ВОС:

∑
1

0;
X

n

k
k=

F = X0 – FTPcos60° – Ncos30° = 0; (2)

∑
1

0;
Y

n

k
k=

F = Y0 – FTPsin60° + Nsin30° + P – G = 0; (3)

∑
1

0;
n

0 k
k=

M ( F ) = – N · l + P · a – G · b = 0. (4)

З рівняння (4):
l

bGaPN ⋅−⋅= ; N=20 Н.

З рівняння (2), з урахуванням виразу (1)   X0 = N (f cos60° + cos30°);
X0 = 18,3 Н.
З рівняння (3), з урахуванням (1)  Y0 = N (sin60° · f – sin30°) – P + G;

Р = 60 Н
G = 10 Н
а = 0,3 м
в = 0,6 м
l = 0,6 м
f = 0,1

F = ?;  X0 = ?
Y0 = ?

Рис. 5.6
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Y0 = – 58,3 Н.
Сила тиску важеля на кулачок напрямлена в протилежну сторону нормальній

реакції N  і чисельно їй рівна. Тому   F = N =20 H.

Задача 5.3.
Драбина АВ вагою G опирається кінцями на верти-
кальну стінку і горизонтальну підлогу. При якому
куті нахилу α  драбина буде в рівновазі, якщо ко-
ефіцієнт тертя ковзання в точках А і В дорівнює f ?
(рис. 5.7).

Розглянемо рівновагу драбини АВ. Для неї в’я-
зями є стінка і підлога. В точці А – нормальна реак-
ція 1N  і сила тертя 1F . В точці В – нормальна реак-
ція 2N  і сила тертя 2F .
a = AB sinα;   b = AB cos α.

F1 = fN1. (1)
F2 = fN2. (2)

Запишемо рівняння рівноваги драбини АВ:

∑
1

0;
X

n

k
k=

F = N2 – F1 = 0; (3)

∑
1

0;
Y

n

k
k=

F = ; N1 + F2 – G = 0; (4)

∑
1

0;
n

A k
k=

M ( F ) = 2 2 2

b
N a F b G 0.− ⋅ − + = (5)

Підставимо вирази (1) і (2) у вирази (3) і (4)

2 1

1 2

0,N - fN =
N + fN = G.

Звідси маємо: 22 1 f
fGN

+
= ;   21 1

1
f

GN
+

= .

Підставимо N1 , N2, а і в у вираз (5) і розділомо на cosα :

Рис. 5.7
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0
2
1

22 =+−− GFtgN α ; 
2

22
1

N

FG
tg

−
=α .

Остаточно маємо
f
ftg

2
1 2−=α . (6)

Найменше значення кута нахилу α, при якому ще можлива рівновага, знахо-
диться з виразу (6).

Задача 5.4.
Важкий коток вагою 4,5 кН вко-
чують по дерев’яному настилу
з постійною швидкістю. Чому
дорівнює  тягове  зусилля  Р ,
якщо коефіцієнт тертя кочення
котка по настилу дорівнює 0,2
см?  (див. рис. 5.8).

Розглянемо рівновагу котка. Для нього в’яззю є
шорстка похила площина. Відкидаємо цю в’язь. На
коток буде діяти нормальна реакція N, сила тертя TPF ,
а також момент тертя кочення  MK.

Розглянемо рівновагу котка. Для нього в’яззю є шорстка похила площина.
Відкидаємо цю в’язь. На коток буде діяти нормальна реакція ,N  сила тертя TPF , а
також момент тертя кочення MK.

Запишемо рівняння рівноваги котка:

∑
1

0;
Y

n

k
k=

F =             0coscos =−− βα PGN ; (1)

∑
1

0;
n

B k
k=

M ( F ) =     0sinsin =⋅−⋅+ rPrGMK βα ; (2)

                       MК=kN.  (3)
З рівняння (1): βα coscos PGN += .   Тоді з виразу (3):

βα coscos kPkGM K += .
Підставимо MК у вираз (2): 0sinsincoscos =⋅−⋅++ rPrGkPkG βαβα .

G = 4,5 кН
r = 40 cм
к = 0,2 см
α = 25°
β = 40°

Р = ?

Рис. 5.8
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Рис. 5.9

sin cos

sin cos

r k
P G 3

r k

α α
β β

+= =
−

 (кН).

Задача 5.5.
Вісь котка 1, сила тяжіння якого 200 Н, і брусок 2, сила тяжіння
якого 100 Н, зв’язані невагомим тросом і утримуються на по-
хилій площині в рівновазі вантажем 3. Знайти масу вантажу, при
якій коток і брусок будуть нерухомі, якщо коефіцієнти тертя: ков-
зання бруска 0,2, кочення котка 0,06 см (рис. 5.9).

Для системи можливі два переміщення: коток і брусок руха-
ються по похилій площині або вгору, або вниз.

Розглянемо перший варіант. Розглянемо рівновагу бруска
2. На нього діють сили 23 ,Ggm , реакція троса 12T , нормальна реакція 2N і сила
тертя ковзання 2F  похилої площини.

Запишемо рівняння рівноваги бруска 2:

1

0;
X

n

k
k

F
=

=∑

3 12 2 2sin 0;m g T G Fα− − − = (1)

1
Y

n

k
k

F 0;
=

=∑   2 2 cos 0;N G α− = (2)

F2 = fN2. (3)

З цих рівнянь знаходимо

 )cos(sin2312 αα fGgmT +−= . (4)

Розглянемо рівновагу котка 1. На нього діють сили 1G , реакція троса
1221 TT −= . Коток котиться по шорсткій площині. Реакція цієї площини: 1N – нор-

мальна реакція, 1F – сила тертя ковзання, KM – момент тертя кочення.

α =30°
G1=200 Н
G2=100 Н
f=0,2
k=0,06 см
r=0,06 м

m3=?
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Запишемо рівняння рівноваги котка 1:

1 1
1

0; cos 0,
Y

n

k
k

F N G α
=

= − =∑ (5)

1

( ) 0;
n

A k
k

M F
=

=∑ 1 21sin 0;KM G r T rα+ ⋅ − ⋅ = (6)

MК=kN1. (7)

З цих рівнянь знаходимо

1121 )sincos(sin G
r

k
G

r

M
T K ααα +=+= . (8)

Прирівняємо вирази (4) і (8). Маємо

gfG
r

k
Gm /)cos(sin)sincos( 213 



 +++= αααα = 17,2 кг.

Якщо маса m3  стане більшою за  17,2 кг, то система буде рухатись вгору по
похилій площині. Якщо зменшувати масу m3, то при певній граничній масі m3
система почне рухатись вниз. Ми даємо можливість цей варіант читачеві розгля-
нути самостійно. В цьому випадку маса m3 = 12,9 кг.

12,9  <  m3  <  17,2 кг.

5.4. Задачі для самостійної роботи

Задача 5.6 (рис. 5.10).

Якою повинна бути найменша вага тіла 2, для того
щоб тіло вагою 300 Н почало ковзатись по горизонталь-
ній площині, якщо коефіцієнт тертя ковзання f = 0,25.

Відповідь: 75 Н.

Задача 5.7 (рис. 5.11).

До котка 1 за допомогою троса підвішений ван-
таж 2. Знайти найбільшу вагу цього вантажу, при яко-
му коток 1 вагою 4 кН залишається в спокої, якщо ко-
ефіцієнт тертя кочення k = 0,005 м, а радіус R = 50 см.

Відповідь: 20 Н. Рис. 5.11

Рис. 5.10
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Задача 5.8 (рис. 5.12).

З якою силою F  потрібно притиснути фрикційний
шків А до шківа В, щоб шків В знаходився в рівновазі,
якщо вага вантажу Р дорівнює 500 Н, коефіцієнт тертя
ковзання дорівнює  0,5  і   D/d = 2?

Відповідь: F ≥  500H.

6. Збірник завдань для розрахунково-графічних робіт
(РГР) по темі “Довільна плоска система сил”

6.1. РГР № 1 “Визначення реакцій
опор і зусиль в стержнях плоскої ферми”

Аналітично визначити реакції опор ферми та способом вирізання вузлів
знайти зусилля в її стержнях. Способом Ріттера знайти зусилля в стержнях, номе-
ра яких вказані в таблиці.

6.1.1. Варіанти завдань РГР №1
Схеми ферм показані на рис. 6.3–6.5. Необхідні числові дані приведені в

таблицях 6.1–6.4. На схемах не показані місцезнаходження опор ферми та точки
прикладання сил. Ці дані беруться з таблиць. На рис. 6.1. показані напрями дії сил
в залежності від кута α.

Для даного варіанта по даним таблиці необхідно побудувати схему з опора-
ми і діючими силами.

Для ілюстрації на рис. 6.2 побудована ферма з опорами і діючими на неї
силами згідно варіанта 32.

Рис. 5.12

Рис. 6.1
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Рис. 6.2
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Таблиця 6.1
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Таблиця 6.2
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Таблиця 6.3
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Таблиця 6.4
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Рис. 6.3
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Рис. 6.4
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Рис. 6.5
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6.1.2. Вказівки до виконання РГР № 1
В пункті 4.3 наведені короткі відомості про ферми і розглянуті
різні способи визначення зусиль в стержнях ферм. Використову-
ючи відомості, що приведені в пункті 4.3, знайдемо зусилля в
ферми, яка представлена на рис. 6.6.

Перевіримо, чи є дана ферма статично визначеною. Кількість вузлів п = 8.
Кількість стержнів к = 13. Використаємо залежність (4.3):

13 = 2 · 8 – 3
Ця ферма статично визначена і жорстка.
1. Знайдемо реакції в’язей.
Розглянемо рівновагу ферми в цілому. Для неї в’язями є опора в точці А (неру-

хомий шарнір) і опора в точці В (рухомий шарнір). Реакції будуть XA, YA, .BR
Запишемо рівняння рівноваги ферми:

∑
1

0;
X

n

k
k=

F = XA – F1 cos60° + F3 cos 45° – RB = 0;

∑
1

0;
Y

n

k
k=

F = YA – F1 sin 60° – F2 – F3 sin 45° = 0;

∑
1

0;
n

A k
k=

M ( F ) = F1 cos 60° · 4,5 – F3 cos 45° · 3 – F3 sin 45° · 2 – F2 · 4 + RB · 3 = 0.

Розв’язуючи ці рівняння, маємо:

F1=6 кН
F2=4 кН
F3=10 кН

Рис. 6.6
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XA = 8,55 кН; YA = 16,27 кН; RB = 12,62 кН.
Перевірка:

1 3
1

( ) 4,5 4 sin 60 4 cos 45 1,5
n

K k A AM F X Y F F= ⋅ − ⋅ + ° ⋅ + ° ⋅ +∑
k=

3 sin 45 2 1,5 0,05BF R+ ° ⋅ − ⋅ = - .
2. Обчислення зусиль в стержнях ферми способом вирізання вузлів.
Розрахунок почнемо з вузла А, де сходяться два стержня 1 і 2, (рис. 6.7, а).
Запишемо рівняння рівноваги:

а) 0
1

=∑
=

n

k
kX

F ; XA – SA = 0;     XA = S2; S2 = 8,55кН.

 0
1

=∑
=

n

k
kY

F ; YA + S1= 0; S1 = – YA; S1 = – 16,27 кН.

Розглянемо рівновагу вузла С (рис. 6.7,б):

б)
1

0;
X

n

kF =∑
k=

2 3 cos 0;S S α+ =

1

0;∑ Y

n

k
k=

F =
4 3 sin 0.αS +S =

Рис. 6.7
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Знайдемо значення sin α  і  cos α.

5,225,1 2222 =+=+= ACANCN (м);

1,5
sin 0,6;

2,5

AN

CN
α = = =

2
cos 0,8.

2,5

AC

CN
α = = =

sinα = 0,6; cosα = 0,8; α = 36,9°.

Тоді із системи рівнянь б) маємо:
S3= – 10,69 кН; S3= 6,41 кН.

Для вузла N (рис. 6.7, в):

в)
1

0;
X

n

k
k

F
=

=∑ 6 3 5cos cos cos 0;S S Sα α α− − =

1

0;∑ Y

n

k
k=

F = 6 3 5 1sin sin sin 0.S S S Sα α α− + − =

Маємо:  S5= – 13,56 кН; S6= – 24,25 кН.
Для вузла D (рис. 6.7, г)

г)
1

0;
X

n

k
k

F
=

=∑ 7 8 5cos cos 0;S S Sα α+ + =

1

0;∑ Y

n

k
k=

F = 8 5 4sin sin 0.S S Sα α− − =

Маємо: S8 = – 2,88 кН;   S7 = 13,15 кН.
Для вузла Е (рис. 6.7,д):

д)
1

0;
X

n

k
k

F
=

=∑ S10 + S9 cosα – S8 cos α – F1 cos 60° = 0;

1

0;∑ Y

n

k
k=

F = – F1 sin 60° – S9 sin α – S8 sin α = 0.

Маємо: S9 = – 5,78 кН;   S10 =  +5,32 кН.
Для вузла К (рис. 6.7.е):
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є)
1

0;
X

n

k
k

F
=

=∑ – S10 – S11 cos α + S13 cos α = 0;

 
1

0;∑ Y

n

k
k=

F =
2 11 13sin sin 0.F S Sα α− − − =

Маємо:   S13= 0 кН; S11= – 6,65 кН.
Для вузла В (рис. 6.7, ж):

ж)
1

0;
X

n

kF =∑
k=

12 0;B–R – S =

1

0;∑ Y

n

k
k=

F =
13 0.S a = sin

Маємо: S12= – 12,62 кН.

Для перевірки розрахунків доцільно для кожного вузла побудувати много-
кутник сил. На рисунку 6.8 показані многокутники сил для вузлів, що розгляда-
лись. Методика побудування многокутників приведена в задачі 4.5.

3. По способу Ріттера знайдемо зусилля в стержнях 6, 7, 8.
Для цього розріжемо ферму по цих стержнях і розглянемо, наприклад, ліву

половину ферми. Дія правої частини ферми на ліву передається по стержням 6,

Рис. 6.8
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Рис. 6.9

Таблиця  6.5

7, 8. Реакції цих стержнів спрямуємо від
вузлів по стержням (рис. 6.9).

Запишемо рівняння моментів сил
відносно точки L:

∑
1

0;
n

L k
k=

M ( F ) =

8 sin 4 2 3 0.A AS Y Xα− ⋅ − ⋅ + ⋅ =
Маємо:    S8 = – 2,87 кН.

Запишемо рівняння моментів сил
відносно точки D:

∑
1

0;
n

D k
k=

M ( F ) =

6 6cos 1.5 sin 2 2 3 0.A AS S Y Xα α⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

Маємо: S6 = – 24,24 кН.
Запишемо рівняння моментів сил відносно точки N:

∑
1

0;
n

N k
k=

M ( F ) = 7 8 81,5 cos 1,7 sin 2 1,5 0.AS S S Xα α− ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ =

Маємо: S7 = 13,14 кН.
Ці результати добре узгоджуються з результатами, що отримані за допомо-

гою способу вирізання вузлів. Знайдені зусилля зведемо в одну таблицю 6.5.
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Рис. 6.10

Рис. 6.11

6.2. Розрахунково-графічна  робота  №2  “Визначення  реакцій  опор
складеної  конструкції”

Визначити реакції опор і зусилля в проміжному шарнірі для конструкції, що
складається з двох тіл.

6.2.1. Варіанти завдань РГР № 2
Схеми конструкцій показані на рисунках 6.12–6.15. Необхідні числові дані наве-

дені в таблицях 6.6–6.9. На схемах не показані місцезнаходження опор та точки при-
кладання зосереджених сил, пар сил та ділянки, де розміщене розподілене наванта-
ження. Ці дані беруться з таблиць. На рисунку 6.10 показані напрями дії сил в залеж-
ності від кута α, а також показаний напрям дії зосередженого навантаження і пари
сил. Задана пара сил з моментом М діє завжди проти ходу годинникової стрілки.

Для даного варіанту за даними, що приведені в таблиці, необхідно побудува-
ти конструкцію з опорами і діючими силами.

Для ілюстрації на рисунку 6.11 побудована конструкція з опорами і діючи-
ми на неї силами згідно варіанту 13.
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Таблиця 6.6
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Таблиця 6.7
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Таблиця 6.8
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Таблиця 6.9
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Рис. 6.12
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Рис. 6.13
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Рис. 6.14
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Рис. 6.15
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6.2.2. Вказівки до виконання РГР № 2
Розглянемо конструкцію, що складається з двох невагомих балок АС і ВС,

які з’єднані між собою шарніром С (рис. 6.16, а) Розміри (в метрах) вказані на
рисунку.

Визначити реакції опор А і В,
і зусилля, що діє в шарнірі С, якщо
F1 = 6 кН, F2 = 8 кН, q = 3 кН/м,
M = 8 кНм.

Розглянемо рівновагу кон-
струкції АСВ в цілому. Для неї
в’язями є опори в точках А і В
(нерухомі шарніри). Маємо чо-
тири невідомих XA, YA, XB, YB

(рис. 6.16, а). Тому цю конструк-
цію розріжемо по шарніру С на
дві балки АС і СВ, і розглянемо
рівновагу балки СВ (рис. 6.16, б)
і балки АС (рис. 6.16, в).

Таким методом розв’язанні
задачі 4.6 і 4.7,  де більш детально
розглянуті  всі питання.

Розподілене навантаження за-
мінимо зосередженою силою

Q = q·l = 3·2 = 6 (кН).
Розглянемо рівновагу балки СВ (рис. 6.16, б):

1

0;∑ X

n

k
k=

F = XB + Xc = 0; (1)

1

0;∑ Y

n

k
k=

F = YB – F2+YC = 0; (2)

1

0;∑
n

C k
k=

M ( F ) = 2 1 2 2 0.B BM F X Y− ⋅ − ⋅ + ⋅ = (3)

Розглянемо рівновагу балки АС (рис. 6.17, б):

1

0;∑ X

n

k
k=

F = − − ° =1cos60 0;/
A CX X F (4)

Рис.  6.16
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1

0;∑ Y

n

k
k=

F = ° =1sin60 – 0;/
A CY – Q – F Y (5)

∑
=

=
n

k
kC FM

1

0)( ; ⋅ + ⋅ + ⋅ =0
1– 4 3 sin60 1 0.AY Q F (6)

/
CC XX = ; /

CC YY =
Розв’язуючи ці рівняння, маємо: XA = – 10,4 кН; YA = 5,8 кН;
XB = 13,4 кН;   YB = 13,4 кН;   4,13±=CX кН;   4,5±=CY кН.
Перевірка. Розглянемо рівновагу конструкції АСВ:

n

k 1

sin .B BX Y
=

⋅ ⋅ ° ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ = − ≈∑ 1 24 3 60 1 1 2 2 0,004 0C k AM ( F ) = -Y +Q + F +M F

7. Запитання для самоперевірки
і до захисту розрахунково-графічних робіт
1. В чому полягає предмет статики?
2. Що розуміють під поняттям “сила”?
3. Як формулюються аксіоми статики?
4. Чим відрізняється вільне тіло від невільного?
5. Що називається силою реакції в’язі?
6. Як формулюється теорема про три сили?
7. Які сили називаються збіжними?
8. В чому полягають геометричні і аналітичні методи визначення рівнодійної

плоскої системи збіжних сил?
9. Які умови рівноваги системи збіжних сил? В геометричній і аналітичній

формах.
10. Як знаходиться на площині момент сили відносно точки?
11. В якому випадку момент сили відносно точки дорівнює нулю?
12. Що називається парою сил? Як знаходиться момент пари сил?
13. Чому пара сил не зрівноважується однією силою?
14. В одній площині діють три пари сил. Чи можна їх дію замінити дією однієї

пари сил?
15. Які умови рівноваги твердого тіла, на яке діють тільки пари сил?
16. Що називається головним вектором системи сил?
17. Що називається головним моментом системи сил?
18. Як аналітично знайти головний вектор?
19. Яким чином визначається головний момент?
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20. Яка різниця між рівнодійною силою і головним вектором?
21. Як формулюється теорема Варіньона?
22. Які аналітичні умови рівноваги плоскої довільної системи сил?
23. Яка конструкція називається фермою?
24. Яка конструкція називається фермою з зайвими стержнями?
25. В чому суть способу вирізання вузлів при розрахунку ферм?
26. В чому суть способу Ріттера?
27. При розв’язуванні задач знайдене зусилля в стержні від’ємне. Що це

означає?
28. Як будується многокутник сил при використанні способу вирізання вузлів?
29. Яка система тіл називається складеною?
30. Скільки невідомих величин повинно входити в рівняння рівноваги сил,

розміщених в одній площині, для того щоб задача була статично
визначеною?

31. В чому суть метода розв’язування задач про рівновагу системи, яка
складається з декількох твердих тіл?

32. В яких випадках виникає тертя ковзання?
33. Як залежить сила тертя ковзання від площі стичних поверхонь?
34. Від чого залежить сила тертя ковзання?
35. Яка розмірність коефіцієнта тертя ковзання?
36. Що називається кутом тертя?
37. Яка залежність між кутом тертя і коефіцієнтом тертя?
38. В якому випадку виникає тертя кочення?
39. За якою формулою визначається момент опору при коченні?
40. Що характеризує коефіцієнт тертя кочення?
41. Яка розмірність коефіцієнта тертя кочення?
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МОДУЛЬ 2.
ДОВІЛЬНА ПРОСТОРОВА СИСТЕМА СИЛ.

ЦЕНТР ВАГИ

В модулі 1 розглядалась тільки плоска система сил, а саме, плоска система
збіжних сил, пари сил, що діють в одній площині, і довільна плоска система сил.

В цьому модулі розглядаються системи сил, що розміщені в просторі, а
саме, просторова система збіжних сил, пари сил, що діють в різних площинах, і
самий загальний випадок – просторова довільна система сил. Щоб користува-
тись модулем 2, потрібно володіти теоретичним і практичним матеріалом, який
приведений в модулі 1, або знову його переглянути, тому що деякі положення
статики, теореми і таке інше не будуть тут повторюватись.

1. Просторова система збіжних сил

1.1. Зведення системи збіжних сил до рівнодійної
Нагадуємо, що системою збіжних сил називаються сили, лінії дії яких пере-

тинаються в одній точці.
Нехай в просторі діє n сил, лінії дії яких перетинаються в точці О (рис. 1.1,а).

Аналогічно плоскій системі збіжних сил, просторова система збіжних сил зво-
диться до рівнодійної R , яка розміщена в просторі:

∑
=

=
n

k
kFR

1
.  (1.1)

На рисунку 1.1 (а, б, в) показаний процес зведення системи збіжних сил до
рівнодійної R . Процес послідовного застосування до сил правила паралелогра-

ма, або їх векторного складання,
приводить до побудови силового
многокутника із заданих сил. В си-
ловому многокутнику кінець однієї
сили є початком другої (рис. 1.1,в).
Рівнодійна сила  в силовому много-
кутнику з’єднує початок першої
сили з кінцем останньої.

 Для просторової системи сил
силовий многокутник є просторо-Рис. 1.1
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Рис. 1.2

ва фігура, а для плоскої – плоска. Для плоскої системи збіжних сил рівнодійну
можна знайти графічним способом, а саме, побудовою силового многокутника
в вибраному для сил масштабі. Для просторової системи збіжних сил прийшлося
б силовий многокутник будувати в просторі із стержнів. Тому для знаходження
рівнодійної просторової системи сил доцільним є аналітичний спосіб.

1.2. Аналітичний спосіб знаходження рівнодійної просторової
системи збіжних сил

Спроектуємо вектори сил векторного виразу (1.1)
на осі декартової системи координат (рис. 1.2):

R ∑
=

=
n

k
kxx F

1
, Ry ∑

=
=

n

k
kyF

1
,    R ∑

=
=

n

k
kzz F

1

, (1.2)

де RX, RY, RZ  – проекції рівнодійної R , а  Fkx,  Fky,

Fkz – проекції к-ої сили kF  на відповідні  коорди-
натні осі.

Модуль рівнодійної R  буде:

R = 222
zyx RRR ++  = 

2

1

2

1

2

1

)()()( ∑∑∑
===

++
n

k
kz

n

k
ky

n

k
kx FFF . (1.3)

Напрям дії рівнодійної R  визначаеться за напрямними косинусами:

( ) ( ) ( )cos ;cos ;cos .= = =yx zRR RR ,i R , j R ,k
R R R

 (1.4)

Щоб аналітичним способом знайти рівнодійну R  просторової системи
збіжних сил, необхідно:

1) за формулами (1.2) знайти проекції рівнодійної на координатні осі;
2) за формулою (1.3) знайти модуль рівнодійної;
3) за формулою (1.4) знайти напрям дії рівнодійної.

1.3. Аналітичні умови рівноваги просторової системи збіжних сил
Просторова система збіжних сил буде в рівновазі, якщо рівнодійна R  = 0.

Якщо вираз (1.3) прирівняти до нуля, то отримаємо аналітичні умови рівноваги
збіжної системи сил:
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P1 = 10 кН
P2 = 12 кН

S1=?
S2=?
S3=?

∑∑∑
===

===
n

k
kz

n

k
ky

n

k
kx FFF

111

0;0;0 . (1.5)

1.4. Методичні вказівки до розв’язування задач

Задача 1.1.
Знайти зусилля в стержнях просторового кронштейна, якщо в
точці А діє сила Р вертикально вниз. Стержні вважати невагоми-
ми, а з’єднання між стіною і стержнями-шарнірними (рис. 1.3).

Розглянемо рівновагу точки А. Для неї в’язями є стержні 1, 2,
3. Ці стержні невагомі, мають на кінцях шарнірні з’єднання, тому

реакції цих стержнів напрямлені по стержням. Будемо вважати, що реакції цих
стержнів 

1 2 3, , ,S S S  напрямлені від вузла А (рис. 1.3).  Маємо просторову систе-
му збіжних сил. Запишемо рівняння рівноваги:

0;

0;

0;

=

=

=

∑
∑
∑

kx

ky

kz

F

F

F

cos cos sin 0,

sin sin 0,

cos 0.

− β− β− α =
− β + β =

α + =

1 2 3

1 2

3

S S S
S S

  S P

Розв’язуючи ці рівняння, маємо:

;
2tg cos

=
α β1 2

PS = S .
cos

= −
α3

PS

Знак “–” означає, що стержень 3 стискується. Стержні 1, 2 розтягуються.

Задача 1.2.
Знайти зусилля в стержнях,
що утримують шарнір D.
Сили 1P  і 2P діють в пло-
щині AOD (рис. 1.4).
Стержні невагомі і на
кінцях мають шарнірні
з’єднання.

Розглянемо рівновагу точки D. Для
неї в’язями є стержні 1, 2, 3. АналогічноРис. 1.3

P
α,       β

S1=?, S2=?,
S3=?
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Рис. 1.4

задачі 1.1, зусилля в стержнях спрямуємо від вузла D. Маємо просторову сис-
тему збіжних сил. Запишемо умови рівноваги.

0;

0;

0;

kx

ky

kz

F

F

F

=

=

=

∑
∑

∑    

2 3

1 2

3 2 1

1 2

3 1

cos 60 cos 60 0.

cos 45 sin 60 cos 60

sin 60 cos 60 cos 40 0,

sin 45 sin 60 sin 60

sin 60 sin 60 sin 40 0

− ° + ° =
− ° − ° ° −
− ° ° + + ° =
− ° − ° ° −
− ° ° − ° =

S S

S S

S P P

S S

S P

Між силами 32 , SS і віссю OY (на-
приклад) невідомі значення кутів.
Тому при проектуванні сил 

2S і 3S на
осі OY i OZ використовується спосіб
подвійного проектування. Спочатку,
наприклад, сила 2S проектується на
лінію OD, а потім ця проекція сили
проектується на вісь OY. Це і записа-
но в рівняннях рівноваги.

Розв’яуючи ці рівняння, маємо:
S1 = 78,2 kH, S2 = S3= – 41,2 kH.

Задача 1.3.
На рис. 1.5 зображений переносний кран.  AB=BC=AD=AE.
Вантаж вагою Р висить на тросі, перекинутому через блок
С. Другий кінець тросу закріплений на лебідці К. Стержень
АС в свою чергу може обертатись навколо осі А за допомо-
гою троса
CBL, який
о д н и м
к і н ц е м
з’єднаний

з віссю блока С, а другий кінець
закріплений на лебідці L. Нех-
туючи тертям на блоках і ва-
гою стержнів, знайти зусилля
в стержнях і натяг Т троса CBL,
якщо стержні на кінцях мають
шарнірні з’єднання.

Р
АВ=ВС=AD=AE
BC || FA

S1 = ?
S2 = ?
Т = ?
S3 = ?
S4 = ?

Рис. 1.5
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В даному випадку маємо 4 стержня і трос. Це означає, що маємо 5 невідо-
мих реакцій, а скласти ми можемо тільки три рівняння рівноваги. Тому цю
конструкцію необхідно роз’єднати. Спочатку розглянемо рівновагу точки С.
Для неї в’язями є стержень 1 і трос ВС. Реакції їх спрямуємо від вузла С по
тросу СВ і стержню АС. На рис. 1.5 це сили T і 1S . Сила, що діє зі сторони СК
троса буде дорівнювати силі Р. В даному випадку отримали плоску збіжну
систему сил. Система координат AX1Z. Запишемо рівняння рівноваги:

° − ° =∑ 10; sin45 sin45 0;kxF = –T – P S
°− ° =∑ 10; cos45 cos45 0.kyF = – P P – S

Звідки маємо: S1= – 2,41P;  T=P.
Розглянемо рівновагу точки В. Для неї в’язями є стержні 2, 3, 4 і трос CBL.

Реакції стержнів 2 3, 4,S S S спрямуємо від вузла В по стержням. Реакція троса 1T

напрямлена горизонтально на ділянці ВС і вертикально вниз на ділянці BL. T1 = T.
Маємо просторову систему збіжних сил. Початок системи координат виберемо в
точці А. Запишемо рівняння рівноваги:

∑ kxF = 0; cos cos 0°− =1
3 45 45+S T ° ;

∑ kyF = 0; cos cos 0;° − ° =1
4 45 45+S T

0;=∑ kzF sin sin 0.°− °− − =1
3 4 245 45–S S S T

Звідки маємо:
S3=P;  S4=P;  S2= – 2,41P.

1.5. Задачі для самостійного розв’язування

Задача 1.4.
Знайти зусилля в стержнях просторового кронштейна, якщо в точці А діють

дві сили. Сила P1 = 10 kH діє в горизонтальному напрямі, а сила  P2 = 20 kH
 – вертикально вниз. Стержні невагомі, мають на кінцях шарнірні з’єднан-
ня (рис. 1.6).
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Відповідь:  S1 = S2 = 44,6 kH; S3 = – 40 kH.

Задача 1.5.
Кран піднімає вантаж вагою 20 kH.

Знайти зусилля в тросах ВК, BD.
Точки A, B, C, L лежать в одній пло-
щині (рис. 1.7).

Відповідь: S4 = S5 = 56,7 kH

Задача 1.6.
Три невагомих стержня АВ, АС,

AD шарнірно з’єднані в точці А і шарн-
ірно прикріплені до горизонтальної
площини (рис. 1.8). Площини трикут-
ників АВС і АОD вертикальні і взаємно
перпендикулярні. До вузла А паралель-
но ОD діє сила Р = 0,6 kH. Знайти зусил-
ля в стержнях, якщо

∠ ABO = ∠ ACO = 45°, ∠ ADO = 60°.
Відповідь: SB = SC = 0,735 kH;

SD = – 1,20 kH.

2. Момент сили відносно
точки і осі

2.1. Момент сили відносно точки
як вектор

Нагадаємо, що момент сили F
відносно точки (центра) О в площині до-
рівнює добутку сили на плече d. Плече
– це найкоротша відстань від точки О
до лінії дії сили (рис. 2.1,а).

0 ( ) 2 OABM F Fd S∆= = . (2.1)

Якщо, дивлячись на площину П, бачимо, що сила F  намагається повернути
тіло відносно точки О проти ходу годинникової стрілки, то цей момент вважається

Рис. 1.7

Рис. 1.6

Рис. 1.8
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додатнім, якщо за ходом годин-
никової стрілки, то від’ємним.

На рис. 2.1(а) цей момент
сили додатній. Нехай площина
П повернулась на деякий кут і
зайняла положення  П1 (рис.
2.1(б). Числове значення момен-
ту сили не змінилось, тобто

FdFM =)(0
. Треба з’ясувати

знак цього моменту сили. Див-
лячись з однієї сторони на пло-
щину бачимо, що сила нама-
гається повернути тіло віднос-

но точки О проти ходу годинникової стрілки, а дивлячись з іншої сторони бачимо, що
сила намагається повернути тіло відносно точки О за ходом годинникової стрілки. То
звідки дивитись на площину П1? В зв’язку з цим вводиться таке поняття, як вектор-
момент сили відносно точки О. Цей вектор-момент має таке позначення: 0M ( F) .

Вектор-момент сили  відносно точки О має початок в точці О, перпенди-
кулярний площині, в якій знаходиться сила і точка (центр) О, і напрямлений в
ту сторону, звідки видно намагання сили  повернути тіло навколо точки О
проти ходу годинникової стрілки (рис. 2.1).

Вектор-момент сили можна представити у вигляді векторного добутку

FrFM ×=)(0
, (2.2)

де r  – радіус-вектор точки А прикладання сили, проведений з точки О. Перевіри-
мо, чи можна з формули (2.2) отримати формулу (2.1).

| .∆20 OABM ( F) |= rFsin( r,F) = Frsina= Fd = S (2.3)
Таким чином, вектор-момент повністю визначає обертальний ефект сили

F  відносно точки О: його лінія дії визначає площину обертання, його напрям є
напрям обертання, його модуль – інтенсивність обертальної дії.

2.2. Момент сили відносно осі
Нехай тверде тіло під дією сили F  обертається навколо осі Z (рис. 2.2).

Через точку А1 прикладання сили проведемо площину XY, перпендикулярну
осі Z. Ця площина перепинає вісь Z в точці О. Розкладемо силуF  на дві скла-
дові: ZF  паралельну осі Z, і XYF ,  яка лежить в площині XY і являється проекцією

Рис. 2.1



97

сили  на цю площину. Сила ZF  не може повернути тіло навколо осі Z, а може
тільки зміщувати його вздовж осі обертання. Тому її обертальний ефект віднос-
но осі Z (осі обертання) дорівнює нулю. Весь обертальний ефект сили  зосеред-
жений в силі XYF . Сила XYF  і точка О, що належить осі Z, знаходяться в одній
площині. Тому момент сили  відносно осі обертання Z буде:

1 10( ) ( ) ( ) 2z z xy xy xy OA BM F M F M F F d S∆= = = = (2.4)
Таким чином, момент сили відносно осі дорівнює моменту проекції цієї

сили на площину, перпендикулярну до даної осі, відносно точки перетину осі з
площиною.

Щоб знайти момент сили відносно якої-небудь осі Z, необхідно:
1. Провести площину XY, перпенди-

кулярну осі Z, і знайти точку О перетину
осі з площиною.

2. Спроектувати силу F на цю пло-
щину і знайти її проекцію xyF .

3. Знайти момент сили xyF  віднос-
но точки О.

4. Встановити знак моменту сили.
Щоб встановити знак моменту сили

відносно осі, необхідно дивитись на площину XY з додатного напряму осі. Якщо
при цьому обертальний рух тіла бачимо таким, що відбувається проти ходу го-
динникової стрілки, то цей момент сили додатній, якщо за ходом годинникової
стрілки, то від’ємний. На рис. 2.2 момент сили F відносно осі Z є додатнім.

Примітка. Момент сили  відносно осі дорівнює нулю у двох випадках:
1. Якщо лінія дії сили перетинає вісь;
2. Якщо сила  паралельна даній осі.
В усіх інших випадках момент сили відносно осі існує.

2.3. Залежність між моментами сили відносно точки і осі, що
проходить через цю точку

Теорема.   Момент сили відносно осі дорівнює проекції на цю вісь
вектора – момента сили відносно довільної точки, що лежить на цій осі.

Доведення. Нехай в точці А тіла діє сила F . Проведемо вісь Z і на ній візьме-
мо довільну точку О (рис. 2.3). Сила xyF є проекцією сили F на площину XY. Сила

xyF складає весь обертальний ефект сили  відносно осі Z. Модуль моменту сили
відносно точки О згідно (2.3)

Рис. 2.2
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Рис. 2.4

                      
0| ( ) | 2 .∆= OABM F S (а)

Вектор-момент )(0 FM перпендику-
лярний площині трикутника ОАВ.

Момент сили F  відносно осі Z згідно (2.4)

                          
1 1

( ) 2 .=z OA BM F S (б)
Площа трикутника OA1B1 є проекцією

площі трикутника ОАВ. По відомій із гео-
метрії теореми, площа проекції дорівнює

площі фігури, що проектується, помноженій на косинус кута між площиною цієї
фігури і площиною проекції. Кут між площинами трикутників ОАВ і OA1B1 дор-
івнює куту γ  між перпендикулярами до цих площин, тобто куту між вектором-
моментом 0M (F) і віссю Z.

1 1
cosOA B OABS S γ∆ ∆= (в)

Підставимо вирази (а) і (б) в вираз (в):

0 0( ) | ( ) | cos ( )z zM F M F M Fγ= = . (2.5)
Теорема доведена.

2.4. Формули для обчислення моментів сили відносно
координатних осей

Момент сили F відносно точки О, згідно (2.2), є векторним добутком, а
векторний добуток можна записати символічно через визначник

0 ( )

x y z

i j k

M F r F x y z

F F F

= × =
, (а)

де i, j, k  – одиничні орти; x, y, z – коор-

динати точки прикладання сили  (рис.

2.4); zyx FFF ,,  – проекції сили F  на

відповідні  координатні осі.

Вектор-момент )(0 FM можна розклас-

ти по координатному базису (рис. 2.4):

Рис. 2.3
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0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
x y z

M F M F i M F j M F k= + + . (б)
Розкладаючи визначник (а) по елементам першого рядка, отримаємо

0 ( ) ( ) ( ) ( )z y x z y xM F yF zF i zF xF j xF yF k= − + − + − . (г)
Порівнюючи вирази (б) і (г) і враховуючи (2.5), отримаємо формули для

обчислення моментів сили відносно координатних осей:

( ) ; ( ) ; ( ) .= − = − = −x z y y x z z y xM F yF zF M F zF xF M F xF yF (2.6)

2.5. Методичні вказівки до розв’язування задач

Задача 2.1.
Знайти момент сили F відносно по-
чатку координат і координатних
осей, якщо сторони паралелепіпеда
а, в, с (рис. 2.5).

2 2 2 2
sin ; cos

b c

b c b c
α α= =

+ +

Знайдемо спочатку момент сили F відносно
осі Х. Для цього спроектуємо силу на площину,
перпендикулярну осі Х. Це буде площина ZOY. Про-
екція сили на цю площину буде cosYZF F α= . Плече сили YZF  відносно точки О
дорівнює а. Тоді момент

( ) cosXM F aF α= − . (1).
Дивлячись на площину YOZ з кінця осі Х, бачимо, що сила YZF обертається

навколо осі Х за ходом стрілки годинника. Тому цей момент від’ємний.

Знайдемо момент сили F  відносно осі Y. В даному випадку краще розкласти

силу на дві складові  1F  і 2F . По теоремі Варіньона про момент рівнодійної
маємо:

0 0 1 0 2( ) ( ) ( )M F M F M F= + .
Якщо спроектувати цю векторну рівність на вісь Y і використати формулу

(2.5), будемо мати
1 2( ) ( ) ( )y y yM F M F M F= + . (2)

Лінія дії сили 2F  перетинає вісь Y, тому 0)( 2 =FM y .

a
b
c

Рис. 2.5
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Тоді
1 1( ) ( ) siny yM F M F F c Fc α= = + ⋅ = . (3)

Щоб встановити знак моменту, необхідно дивитись на площину XOZ з кінця осі Y.

Знайдемо момент сили F відносно осі Z. Аналогічно (2) можна записати

)()()( 21 FMFMFM zzz += .

Сила 2F паралельна осі Z, тому 0)( 2 =FM z .

Тоді αsin)( 1 FaaFFM z −=⋅−= . (4)
Цю задачу можна розв’яза-

ти інакше, якщо використати
формули (2.6). Для цього ми по-
винні записати координати точ-

ки А прикладання сили і записати проекції сили F на координатні осі. Для зруч-
ності зведемо ці дані в таблицю.

( ) ( cos ) cosx z yM F yF zF a F c o Faα α= − = ⋅ − − ⋅ = − .
( ) sin ( cos ) siny x zM F zF xF c F o F cFα α α= − = ⋅ − − = .
( ) sin sinz y xM F xF yF o aF Faα α= − = − = − .

Знайдемо момент сили F відносно початку координат:
2 2 2| ( ) | ( ( )) ( ( )) ( ( ))o x y zM F M F M F M F= + + ;

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2| ( ) | cos sin sin sinoM F F a F c F a F a cα α α α= + + + = + .

Задача 2.2.
В точці А (2, 3, 4) до тіла прикладені сили 1 32, ,F F F , проекції яких на коорди-

натні осі відомі:
F1x = 2, F1y = 2, F1z = 2;
F2x = 2, F2y = 3, F2z = – 4;
F3x = – 2, F3y = 3, F3z = 2.

Знайти моменти рівнодійної R цих сил відносно координатних осей.

По теоремі про проекції рівнодійної маємо:
3 3

1 1

1

2 3 4 1, 2 3 2 3;

2 4 2 8.

= =

=

= = + − = = = + − =

= = + + =

∑ ∑

∑

x kx y ky
k k

n

z kz
k

R F R F

R F
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Використовуючи (2.6), знайдемо моменти рівнодійної відносно координат-
них осей:

( ) 3 8 4 3 12;

( ) 4 1 2 8 12;

( ) 2 3 3 1 3.

x z y

y x z

z y x

M R yR zR

M R zR xR

M R xR yR

= − = ⋅ − ⋅ =

= − = ⋅ − ⋅ = −

= − = ⋅ − ⋅ =

3. Теорія пар сил, розміщених в просторі

3.1. Момент пари сил як вектор
В модулі 1 розглядались пари сил, які розміщені в одній площині. Модуль

моменту пари сил в цьому випадку знаходився із формули:
M = F·d  = AB · F, (3.1)

де d = AB – плече пари, тобто найкоротша відстань між лініями дії сил, що склада-
ють пару сил.

Якщо, дивлячись на площину П, бачимо, що обертальний рух пари сил
відбувається проти ходу стрілки годинника, то момент пари сил вважається
додатнім, якщо за ходом годин-
никової стрілки, то від’ємним
(рис. 3.1). Якщо площина П
зайняла положення П1, то зна-
чення моменту пари сил не
змінилось, але однозначно
встановити знак моменту пари
сил неможливо. Тому для пари
сил також вводиться вектор-
момент M  пари сил.

Вектор-момент M  пари
сил перпендикулярний площині,
в якій діє пара сил, і напрямле-
ний в ту сторону звідки видно, що обертальний рух тіла під дією пари сил
відбувається проти ходу годинникової стрілки (рис. 3.1).

Вектор-момент M можна записати у вигляді векторного добутку

M AB F= × . (3.2)
Доведемо, що із формули (3.2) можна отримати формулу (3.1):

| | sin( , ) sin90 .= ⋅ = ⋅ ⋅ ° = ⋅M AB F AB F AB F AB F

Рис. 3.1
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3.2. Теореми про пари сил, розміщених в
просторі

В модулі 1 при розгляді пар сил, розміще-
них в одній площині, було доведено, що пару
сил можна переміщувати в площині її дії і від
цього дія пари сил на тіло не зміниться. А чи
можна переносити пару сил в площину, пара-
лельну тій, в якій вона діяла? На це питання дає
відповідь теорема 3.1.

Теорема 3.1. Пару сил можна перенести в паралельну площину і від цього дія
пари сил на тіло не зміниться.

Нехай в площині П1 діє пара сил з моментом M1=AB·F1 і обертальний рух
її проти ходу годинникової стрілки. Розглянемо площину П2, яка паралельна П1.
Візьмемо на цій площині відрізок CD = AB (рис. 3.2). В точках С і D прикладемо
зрівноважені сили, причому F3 = F4 = F5 = F6 = F2 = F1. Від цього стан тіла не
зміниться. Розглянемо сили 

2F і 
5F , 

1F і 
4F . Їх дію можна замінити силами

1 2 5R F F= +  і 
2 1 4R F F= + .  Ці сили прикладені в точці О. Сили 1R  і 2R  зрівнова-

жені і їх можна відкинути. У нас залишились сили 3F  і 6F , які складають пару
сил. Момент цієї пари сил M2=CD·F6 = AB·F1 = M1. Знак цієї пари також не
змінився. Теорема доведена.

Означення. Дві пари сил, що діють в просторі, еквівалентні, якщо в них
однакові вектори-моменти, тобто 21 MM = .

Якщо вектори-моменти пар сил однакові, то це означає, що ці пари сил
знаходяться в паралельних площинах і
обертальний рух їх однаковий. Згідно
теореми 3.1, ці пари сил можна при-
вести до однієї площини. Крім цього,
у цих пар сил однакові числові значен-
ня моментів сил:

1 1 1 2 2 2| | ;| |M d F M d F= = ,  де d1 і d2 –
відповідно плечі першої і другої пари сил.

У цих пар сил можуть бути різні
плечі і сили, але добутки сили на пле-
че пари однакові.

Рис. 3.2

Рис. 3.3



103

Теорема 3.2. Дві пари сил, що лежать в площинах, які перетинаються, еквіва-
лентні одній парі сил, момент якої дорівнює геометричній сумі векторів-мо-
ментів двох даних пар сил.

Нехай в площині  П1 знаходиться пара сил, вектор-момент якої 1M , а в пло-
щині П2 – пара сил, вектор-момент якої 2M . На лінії перетину цих площин візьме-
мо відрізок АВ і приведемо ці пари сил до загального плеча АВ (рис. 3.3).

1 1;M AB F= × 2 2M AB F= ×

Вектор-момент 1M перпендикулярний площині П1, а вектор-момент 
2M  –

площині П2.
В точці А діють сили /

1F і /
2F , а в точці В – сили 

1F і 
2F . Дію сил  

1F і 
2F

замінимо силою 1 1 2R F F= + , а сил /
1F і /

2F  – силою 2 1 2R F F′ ′= + . Сили 1R  і 2R

складають пару сил, що діє в площині П. Знайдемо вектор-моментM  цієї пари сил:

1 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )M AB R AB F F AB F AB F M M= × = × + = × + × = + .

  
21 MMM += . (3.3)

Теорема доведена.
Якщо на тіло діє n пар сил, які лежать в різних площинах, то цю систему

пар сил можна замінити однією парою сил з вектором-моментом

1 2
1

...
n

n k
k

M M M M M
=

= + + + =∑ . (3.4)

3.3. Умови рівноваги просторової системи пар сил

Для рівноваги просторової системи пар сил необхідно і достатньо, щоб век-
тор-момент M  рівнодійної пари дорівнював нулю.

Використовуючи вираз (3.4) маємо

1

0
n

k
k

M M
=

= =∑ . (3.5)

Таким чином, для рівноваги систем пар сил, які лежать в різних площи-
нах, необхідно і достатньо, щоб дорівнювала нулю геометрична сума векторів-
моментів складових пар сил, або, інакше, щоб многокутник, побудований на
цих векторах-моментах, був замкнутим.
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3.4. Методичні вказівки до розв’язування задач

Задача 3.1.
На трьох гранях куба діють пари сил з

моментами M1 = M2 = M3 = 2 кНм.
 Знайти величину і напрям моменту рівно-
дійної пари сил (рис. 3.4).

На грані 1 куба діє пара сил з моментом
M1. Вектор-момент 1M  цієї пари сил перпен-
дикулярний першій грані і напрямлений па-
ралельно осі ОХ до нас. Аналогічно, вектор-
момент 2M  перпендикулярний грані 2 і на-
прямлений паралельно осі OY. Вектор-момент

3M  перпендикулярний грані 3 і напрямлений
паралельно осі OZ.

Пару сил можна в даній площині пе-
реносити в будь-яке місце, і, крім цього,
можна переносити в паралельну площину,
і від цього дія пари сил на тіло не зміниться
(див. п. 3.2). Тому пару сил з вектором-мо-
ментом 1M  перенесемо в паралельну пло-
щину OYZ, а потім в цій площині її перене-
семо в точку О. Аналогічно можна перене-

сти вектори-моменти 2M  і 3M  в точку О (рис. 3.5). В точці О маємо три
взаємно-перпендикулярні вектори-моменти 1M , 2M , 3M . Вектор-момент M
рівнодійної пари буде знаходитись на діагоналі паралелепіпеда (куба), побу-
дованого на векторах 1M , 2M , 3M :

1 2 3M M M M= + + .
Модуль вектора-моменту визначається за формулою

32222 2222
3

2
2

2
1 =++=++= MMMM  (кНм).

Напрям вектора-моменту  можна знайти за напрямними косинусами

Рис. 3.4

Рис. 3.5
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1 2

3

2 3 3
cos( , ) , cos( , j ) ,

3 32 3

3
cos( , ) .

3

= = = = =

= =

M M
iM M

M M

M
M k

M

Задача 3.2.
Балка ABD в точці А має нерухомий шарнір, а в точці В – рухомий
шарнір. На балку діє пара сил з моментом М. Нехтуючи вагою
балки, знайти реакції опор (рис. 3.6).

Для балки ABD в’язями є опори в точках А і В. Дії опор замі-
нимо реакціями. Реакція BR опори В напрямлена по нормалі до поверхні. На-
прям реакції опори А невідомий. Так як балка знаходиться в рівновазі, то система
сил, що діє на балку, еквівалентна нулю. Активна пара сил з моментом M  може
бути зрівноважена тільки парою сил. Це означає, що реакція AR  опори А разом
с реакцією BR  повинні утворити пару сил. Мо-
дулі реакцій знайдуться із умови рівноваги мо-
дулів моментів пар:

M= RA·d, де d – плече пари сил AR і BR .

Маємо ;
d

M
RR BA ==

⋅ α α
= − α α = α − α

cos , –atg ,

( atg ) cos cos asin .

d = AC AC = l – KD = l
d l l

Тоді
αα sincos al

M
RR BA −

== .

4. Зведення довільної просторової системи сил до
даного центра. Умови рівноваги системи сил

4.1. Лема про паралельне перенесення сили

Лема. Силу можна переносити паралельно самій собі в довільну точку
твердого тіла, якщо при цьому приєднати пару сил, векторний мо-
мент якої дорівнює векторному моменту сили, що переноситься, віднос-
но нової точки прикладання сили.

Рис. 3.6

a; l
α; M

RA = ?, RB = ?
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Доведення. Нехай в просторі в точці А діє сила F . Потрібно силу F  перене-
сти паралельно самій собі в точку О (рис. 4.1,а). Прикладемо в точці О зрівнова-
жені сили 1F  і 2F паралельно силі F , причому FFF == 21 .  Це можливо зроби-
ти згідно аксіом статики. Сили  F  і 2F  утворили пару сил, вектор-момент якої M .

Крім цього, в точці О діє сила 1F . Утворену пару
сил назвемо приєднаною парою сил. Вектор-мо-
мент цієї пари M OA F= ⋅ . Цей вектор напрямле-
ний перпендикулярно площині, в якій діє пара сил.
Таким чином, якщо переносити силу паралельно
самій собі в іншу точку, то необхідно приєднати
до неї пару сил. Лема доведена. В подальшому,
саму пару сил показувати не будемо, а будемо
показувати її вектор-момент (рис. 4.1,б)

4.2. Основна теорема статики (теорема Пуансо)

Теорема. Довільну систему сил, що діє на абсолютне тверде тіло, можна
звести до сили, рівній головному вектору системи сил, і до пари сил, век-
торний момент якої дорівнює головному моменту системи сил відносно
точки, вибраної за центр зведення.

Доведення. Нехай в просторі діє n сил: nFFF ..., 21 . Виберемо за центр зведен-
ня довільну точку О (рис. 4. 2,а).

Перенесемо сили nFFF ..., 21  паралельно самим собі в точку О. Згідно леми,
в точці О до цих сил необхідно приєднати пари сил з векторними моментами

nMMM ,..., 21  (рис. 4.2,б).

1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ).

= = × = = ×

= = ×
o o

K o K K K

M M F r F M M F r F

M M F r F
(4.1)

В точці О отримали просторову збіжну систему сил 1 2, ... nF F F і просторову
систему пар сил з моментами 1 2, ,... nM M M . Дію збіжної приведеної системи сил
можна замінити дією сили /R  (рис. 4.2,в).

/
1 2 ... .nR F F F= + + + =∑

n

k
k=1

F (4.2)

Рис. 4.1
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Вектор /R , рівний геометричній сумі всіх сил довільної просторової сис-
теми сил, називається головним вектором цієї системи.

Дію приведених n пар сил, що розташовані в просторі, можна замінити дією
однієї пари сил з моментом 

oM (рис. 4.2,в).

1 2
1

... .
=

= + + + =∑
n

o n k
k

M M M M M (4.3)

Використовуючи (4.1), запишемо вираз (4.3) в іншому вигляді:

1 2
1 1

( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ).
= =

= + + + = = ×∑ ∑
n n

o o o n n o k k k
k k

M M F M F M F M F r F (4.4)

Вектор oM , рівний геометричній сумі векторів-моментів всіх сил довіль-
ної просторової системи сил відносно центра зведення О, називається голов-
ним моментом цієї системи сил відносно того ж центра зведення.

Таким чином, в результаті зведення довільної системи сил до даного центра
отримали силу, рівну головному вектору цієї системи сил, і пару сил з момен-
том, рівним головному моменту системи сил відносно центра зведення.

Теорема доведена.

4.3. Аналітичний спосіб знаходження головного вектора
і головного моменту просторової системи сил

Виберемо початок координат в точці О, точці зведення (рис. 4.2,в). Знайдемо
спочатку головний вектор /R . Спроектуємо вираз (4.2) на координатні осі.

Рис. 4.2
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/ / /

1 1 1

; ; .
= = =

= = =∑ ∑ ∑x y z

n n n

x k y k z k
k k k

R F R F R F (4.5)

Модуль головного вектора

/ 2 2

1 1 1

( ) ( ) ( ).
= = =

= + +∑ ∑ ∑x y z

n n n

k k k
k k k

R F F F (4.6)

Напрям головного вектора знайдемо за напрямними косинусами
// /

/ / /
' ' '

cos( , ) ; cos( , ) ; cos( , )yx z
RR R

R i R j R k
R R R

= = = (4.7)

Щоб аналітичним шляхом знайти головний вектор, необхідно:
1) за формулами (4.5) знайти проекції головного вектора на  координатній осі;
2) за формулою (4.6) знайти модуль головного вектора;
3) за формулами (4.7) знайти напрям дії головного вектора.

Знайдемо головний момент oM  системи сил. Спроектуємо вираз (4.4) на
координатні осі:

1 1 1

( ); ( ); ( ).
= = =

= = =∑ ∑ ∑x y z

n n n

o x k o y k o z k
k k k

M M F M M F M M F (4.8)

Модуль головного моменту

2 2 2

1 1 1

( ( )) ( ( )) ( ( )) .
= = =

= + +∑ ∑ ∑
n n n

o x k y k z k
k k k

M M F M F M F (4.9)

Напрям головного моменту знайдемо за напрямними косинусами

cos( , ) ; cos( , ) ; cos( , ) .= = =oyox oz
o o o

o o o

MM M
M i M j M k

M M M (4.10)

Щоб аналітичним шляхом знайти головний момент 
oM , необхідно:

1) за формулами (4.8) знайти проекції головного моменту на осі координат;
2) за формулою (4.9) знайти модуль головного моменту,
3) за формулами (4.10) знайти напрям дії головного моменту.
Приклад. По сторонам паралелепіпеда діють чотири сили:
F1 = 2кН;    F2 = 3кН;    F3 = 4кН;    F4 = 5кН.
Розміри паралелепіпеда вказані на рисунку 4.3. Привести цю систему сил до

простішого вигляду, тобто знайти головний вектор і головний момент.
Розв’язування. Виберемо за центр зведення точку О, яка одночасно буде і

початком системи координат.
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Рис. 4.3

Знайдемо головний вектор / .R
1) За формулами (4.5) знайдемо проекції головного вектора на координатні осі

/
1 4

/ /
2 3

2 5 3 ( ),

3 ( ), 4 ( ).

x

y z

R F F kH

R F kH R F kH

= − = − = −

= = = =

2) За формулою (4.6) знайдемо модуль головного вектора
/ / 2 / 2 / 2( ) ( ) ( ) 5,83 ( )x y zR R R R kH= + + = .

3) За формулами (4.7) знайдемо напрям дії головного вектора.
/

/

/

/

/

/

/

/

/

cos( , ) 0,51,

cos( , ) 0,51,

cos( , ) 0,69.

x

y

z

R
R i

R
R

R j
R
R

R k
R

= = −

= =

= =

4) Побудуємо головний вектор
/R .  В даному випадку його краще по-

будувати по проекціям на координатні

осі (рис. 4.3).

Знайдемо головний момент oM

а). За формулами (4.8) знайдемо

проекції головного моменту на координатні осі:

2 3

1 3 4

2 4

0,3 0,4 3 0,3 4 0,4 0,7( );

0,3 0,5 0,3 2 0,3 4 0,5 5 0,3 2,9( );

0,5 0,4 3 0,5 5 0,4 3,5( ).

= − ⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅ =

= ⋅ − ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ − ⋅ = −

= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =

x

y

z

o

o

o

M F F kHм

M F F F kHм

M F F kHм

б). За формулою (4.9) знайдемо модуль головного моменту

2 2 2 2 2 20,7 ( 2,9) 3,5 4,6 ( )o o x o y o zM M M M kHм= + + = + − + = .

в). За формулами (4.10) знайдемо напрям дії головного моменту:
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Рис. 4.4

cos( , ) 0,15; cos( , ) 0,63; cos( , ) 0,76.= = = = − = =o yo x o z
o o o

o o o

MM M
M i M j M k

M M M

4). Побудуємо вектор 
oM по його проекціям на координатні осі (рис. 4.3).

4.4. Залежність головного вектора і головного моменту просторової
системи сил від вибору центра зведення

Нехай в просторі діє довільна просторова система сил. На рис. 4.4 показана
сила KF –   одна із цих сил. В пункті 4.2 за центр зведення взяли довільну точку О.

При цьому система сил була зведена до однієї сили (головний вектор /R ) і однієї
пари сил (головний момент oM )

/

1 1

; ( ),
n n

k o k k
k k

R F M r F
= =

= = ×∑ ∑ (4.11)

де kr  – радіус-вектор точки AK прикладання сили KF , проведений із центра О.
Візьмемо за центр зведення нову

точку О1. Вияснимо, як зміниться при
цьому головний вектор і головний
момент. Головний вектор 'R  зміни-
тись не може, тому що він утворюєть-
ся із векторів сил 1 2, ... kF F F , які пере-
носяться паралельно самим собі. А
паралельне переміщення сили не за-
лежить від положення точки О. Таким
чином, при зміні точки зведення го-
ловний вектор не змінюється.

Розглянемо зміну головного моменту при переміні точки зведення. Нехай /
kr  –

радіус-вектор точки kA  прикладання сили 
kF , проведений із нового центра О1.

Тоді

1

/

1

( )k

n

o k
k

M r F
=

= ×∑ . (4.12)

З рис. 4.4 видно, що k 1 kr 0 0 r/ = + .
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Підставимо /
kr  в (4.12) і використаємо (4.11):

1 | | |
1 1 1 1

[(0 0 ) ] (00 ) ( ) (00 )
n n n n

o k k k k k k o
k k k k

M r F F r F F M
= = = =

= + × = × + × = × +∑ ∑ ∑ ∑ .

1

/(00 )o oM M R= + × . (4.13)

або інакше
1 1

/( )o o oМ М М R= + . (4.14)

При зміні центра зведення головний момент змінюється на величину, що
дорівнює моменту головного вектора відносно нового центра зведення.

4.5. Інваріанти довільної просторової системи сил
Величини, які не змінюються при будь-якому перетворенні, називаються

інваріантами по відношенню до цього перетворення.
В пункті 4.4 розглядалось питання про зміну головного вектора /R при зміні

центра зведення. Було доведено, що головний вектор не змінюється при переміні
центра зведення. Це означає, що головний вектор  є інваріантом системи сил.

/ varR in= . (4.15)
Крім цього інваріанта існує ще один інваріант. Покажемо, що другим інварі-

антом системи сил є скалярний добуток головного вектора на головний момент.
Помножимо обидві частини виразу (4.13) скалярно на R′ :

1

/ / / /
|(00 ).o oR M R M R R⋅ = ⋅ + ⋅ ×

Другий член правої частини дорівнює нулю, тому що в мішаному добутку
є два рівних множника.

Маємо  
1

/ / varo oR M R M in⋅ = ⋅ = (4.16)

Для довільної просторової системи сил є два інваріанта: першим (век-
торним) інваріантом є головний вектор /R  цієї системи, другим (скалярним)
інваріантом є скалярний добуток головного вектора  на головний момент.

4.6. Окремі випадки зведення просторової системи сил
В загальному випадку просторова система сил зводиться до головного век-

тора /R  і головного моменту 
oM .

Але можливі деякі окремі випадки зведення системи сил.
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4.6.1. Зведення просторової системи сил до пари сил
Якщо при зведенні просторової системи сил до даного центра О виявиться,

що головний вектор / 0R = , а головний момент 0≠oM , то ця система сил зво-
диться до однієї пари сил. Причому, момент цієї пари сил не залежать від вибору
центра зведення.

Використаємо формулу (4.13) при умові, що 0=/R :

1

/
1(0 0 )o o oM M R M= + × =

Вільне тверде тіло під дією такої системи сил буде обертатись.

4.6.2. Зведення просторової системи сил до рівнодійної
1) Якщо при зведенні просторової системи сил до даного центра О виявить-

ся, що головний момент 0=oM , а головний вектор / 0R ≠ , то ця система зводить-
ся тільки до однієї сили, яка називається рівнодійною.

/

1

n

k
k

R R F
=

= =∑ . (4.17)

Лінія дії рівнодійної R  проходить через центр зведення О.
2) В результаті зведення просторової системи сил до центра О може вияви-

тись, що скалярний добуток ⋅/
oR M дорівнює нулю, а кожний із співмножників

відмінний від нуля, тобто 0⋅ =/
oR M , але 0≠/R , 0≠oM  (рис. 4.5,а)

Якщо 0⋅ =0
/R M , то це означає, що вектор /M R⊥0 .

Якщо вектор-момент oM пари сил перпендикулярний площині П, то це оз-

начає, що пара сил лежить в площині П. Візьмемо сили 1R іR , що складають цю

пару, рівними по модулю / .R  Тоді плече цієї пари буде 
/

.OM
OA

R
=  Розташуємо

цю пару в площині П таким чином, щоб одна із сил пари (наприклад 1R ) була

прикладена в точці О і напрямлена в протилежну сторону головного вектора / .R

Друга сила буде мати точку прикладання А (рис. 4.5,б). Сили /R і 1R  зрівноважені

і їх можна відкинути. Залишилась одна сила R , що діє в точці А (рис. 4.5,в). Звідси

можна зробити висновок: якщо / 0oR M⋅ = , але / 0, 0,oR M⋅ ≠ ≠  то дана система
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Рис. 4.5

сил зводиться до однієї рівнодійної /R R= , лінія дії якої проходить через точку А,

що розміщена від точки О на відстані 
/

.oM
OA

R
=

4.6.3. Зведення довільної просторової системи сил до динамічного
гвинта

Нехай в результаті зведення довільної системи сил до центра О виявилось,
що головний вектор 0≠/R , головний момент 0≠oM  і скалярний добуток го-
ловного вектора /R  на головний момент oM  не дорівнює нулю: /( ) 0oR M⋅ ≠ .

Якщо  / 0oR M⋅ ≠ ,  то  головний  вектор /R  не перпендикулярний головно-
му моменту oM , а складає з ним деякий кут α  (рис. 4.6,а)

Розкладемо вектор 
0M  на дві складові 

1M  і  
2M (рис. 4.6,б).

M1 = M0 cos α,       M2 = M0 sin α.
Векторний момент 

2
/M R⊥ . З цим вектором-моментом зробимо ті ж

самі перетворення, як і в попередньому випадку (див. п. 4.6.2). Плече пари
2
/ /

sinoM M
OA

R R

α= =  (рис. 4.6, в, г)

Рис. 4.6
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Рис. 4.7

На рис. 4.6(г) в точці О знаходиться вектор-момент 1M , а в точці А сила

1RRA = . Так як пару сил можна переносити в площині її дії, то перенесемо век-

тор-момент 1M  в точку А (рис. 4.6.д).

Сукупність сили AR , рівній головному вектору /R , і пари сил, вектор-момент
1M якої паралельний силі AR  , називається динамічним гвинтом, або динамою.
Лінія, яка проходить через точку A вздовж сили AR , називається центральною

гвинтовою віссю даної системи сил, або віссю динами. На рис. 4.6(д) – це лінія LL.
Вільне тверде тіло під дією сили AR  і пари сил з векторним моментом 1M

буде виконувати поступально-обертальний рух, подібний руху гвинта.
Виведемо рівняння центральної гвинтової лінії.
Центральна гвинтова вісь даної системи сил – це геометричне місце точок

А, для яких вектори AR   і 1M  паралельні між собою.
Нехай просторова сис-

тема сил в точці О зводиться

до головного вектора /R  і го-
ловного моменту 

oM , при-

чому / 0.oR M⋅ ≠  Початок
координат виберемо в точці
О. Нехай центральна гвинто-
ва лінія для даної системи
проходить через точку А, де
знаходяться вектори AR і

1M (рис. 4.7).

Запишемо умову паралельності векторів AR  і 1M :

1

A

M
p

R
= .

р – називається параметром динами.
Ця умова в проекціях на координатні осі має вигляд:

11 1

/ / /
yx z

x y z

MM M
p

R R R
= = = . (4.18)
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Згідно виразів (4.13) і (4.14), можемо записати (див. рис. 4.7)

1 ( ) ( )o o A o A AM M M R M r R= − = − × .
Для проекцій M1x, M1y, M1z, використовуючи формулу (2.6), можемо записати:

/ /
1

/ /
1

/ /
1

( ),

( ),

( ).

x x

y y

z z

o z y

o x z

o y x

M M yR zR

M M zR xR

M M xR yR

= − −

= − −

= − −
(4.19)

де x, y, z – координати точки А на центральній осі.
Підставимо вираз (4.19) у вираз (4.18), знаходимо:

/ // / / /

/ / /

( )( ) ( )
.yx z

z yy y xz oo o

x y z

M zR xRM yR zR M xR yR

R R R

− −− − − −
= = (4.20)

Вираз (4.20) є рівнянням центральної гвинтової осі. Із виразу (4.20) можна
отримати два рівняння, які характеризують рівняння прямої лінії.

Щоб із рівнянь (4.20) знайти точки перетину центральної осі з координатни-
ми площинами, треба послідовно в цих рівняннях покласти  x = 0,  y = 0,  z = 0.

/ / /, ,x y zR R R знаходяться за формулами (4.5), а   MOx, MOy, MOz – за форму-
лами (4.8).

Знайдемо модуль вектора 1M аналітичним шляхом:

/

/ / //

1 / /

( )
cos .x y yx o y o y oo

o oR

R M R M R MR M
M M np M

R R
α

+ +⋅= = = = (4.21)

4.6.4. Теорема Варіньона про момент рівнодійної
В пункті 4.6.2 розглядались два випадки зведення просторової системи сил

до рівнодійної. Доведемо слідуючу теорему про рівнодійну.
Теорема Варіньона. Якщо довільна просторова система сил зводиться

до рівнодійної, то момент цієї рівнодійної відносно довільного центра дорів-
нює геометричній сумі моментів всіх сил системи відносно того ж центра.

Доведення. Нехай система сил зводиться до рівнодійної R , прикладеній в
точці А тіла (рис. 4.5)

Тоді ,/R = R A 0M ( R ) = . (а)

Якщо за центр зведення взяти точку О, то
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1

( )
n

o o k
k

M M F
=

= ∑ . (4.22)
Використаємо формулу (4.14)

( ) ( )o A oM M R M R= + . (4.23)
Підставивши вирази (а) і (4.22) у вираз (4.23), отримаємо:

1

( ) ( )
n

o o k
k

M R M F
=

= ∑ . (4.24)

Теорема доведена.

4.7. Умови рівноваги довільної просторової системи сил у векторній
і аналітичній формах

В пункті 4.6 розглядались різні випадки зведення системи сил. Залишився ще

один випадок, коли головний вектор /R і головний момент oM одночасно дорів-
нюють нулю:

/ 0, 0.oR M= = (4.25)
Умови (4.25) є умовами рівноваги тіла під дією просторової системи сил в

векторній формі.
Аналітичні умови рівноваги можна отримати із умов рівноваги (4.25) з ви-

користанням формул (4.6) і (4.9):

1

1

1

0,

0,

0,

x

y

z

n

k
k

n

k
k

n

k
k

F

F

F

=

=

=

=

=

=

∑

∑

∑
                

1

1

1

( ) 0,

( ) 0,

( ) 0.

n

x k
k

n

y k
k

n

z k
k

M F

M F

M F

=

=

=

=

=

=

∑

∑

∑
(4.26)

Для рівноваги довільної просторової системи сил, прикладених до твер-
дого тіла, необхідно і достатньо, щоб три алгебраїчних суми проекцій всіх
сил на декартові осі координат були рівними нулю і алгебраїчні суми моментів
всіх сил відносно трьох координатних осей також були рівними нулю.

4.8. Умови рівноваги просторової системи паралельних сил
Нехай всі сили, що діють на тверде тіло паралельні між собою. В такому

випадку доцільно одну із координатних осей (наприклад, вісь OZ) спрямувати
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паралельно цим силам. Тоді із умов рівноваги (4.26) залишаться тільки три рівнян-
ня, а три перетворяться в тотожності. Дійсно, проекції сил на осі OX і OY дорівню-
ють нулю. Так як сили паралельні осі OZ, то моменти їх відносно цієї осі дорівню-
ють нулю. Тоді із шести рівнянь (4.26) залишаться тільки три

( ) ( )
1 1 1

0; 0; 0.
= = =

= = =∑ ∑ ∑z

n n n

k x k y k
k k k

F M F M F (4.27)

5. Методичні вказівки до розв’язування задач на просторову
довільну систему сил

5.1. Загальні зауваження
Задачі на просторову систему сил розділяються на два основні типи:
1) Спростити задану систему сил;
2) Знайти реакції опор твердого тіла у випадку його рівноваги під дією

системи сил.
При розв’язуванні задач першого типу необхідно:
1) Вибрати за центр зведення початок системи координат і осі напрямити

так, щоб можна було простіше знаходити проекції сил на осі і моменти
сил відносно цих осей.

2) Знайти проекції головного вектора 1R  і головного моменту oM на кож-
ну із трьох координатних осей.

3) Встановити, до якого найпростішого вигляду приводиться дана система сил.
Методика розв’язування задач статики на рівновагу тіла приведена в модулі 1.

Новим для просторової системи сил є те, що необхідно знаходити моменти сили
відносно координатних осей. В тих випадках, коли важко знайти момент сили
відносно осі, доцільно цю силу розкласти на складові сили і, використовуючи
теорему Варіньона, шукати момент складових сил відносно координатних осей.

5.2. Задачі на зведення довільної просторової системи сил
до даного центра

Задача 5.1.
До чого зводиться система сили, які напрямлені вздовж ребер
паралелепіпеда, якщо  ОА = 0,5 м, ОВ = 0,4 м, ОС = 0,3 м (рис. 5.1)?

За центр зведення візьмемо точку О. В цій точці виберемо
початок координат. Знайдемо величину і напрям головного век-

F1=F2=4 кН
F3=F4=3 кН

?1 =R
?Mo =
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тора 1R . Для цього використаємо формули (4.5) – (4.7):
4

1
3 4

1

0;
=

= = − =∑x kx
k

R F F F

4
1

1 2
1

0;
=

= = − =∑y ky
k

R F F F

4
1

1

0.
=

= =∑z kz
k

R F

Звідси видно, що головний вектор 1R = 0.
Знайдемо величину і напрям головного мо-

менту oM . Для цього скористаємось формулами (4.8) – (4.10):
4

1 2
1

( ) 0,3 0,3 0;
=

= = − ⋅ + ⋅ =∑ox x k
k

M M F F F

4

1

( ) 0;
=

= =∑oy y k
k

M M F

4

2 4
1

( ) 0,5 0.4 4 0,5 3 0,4 0,8
=

= = − ⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅ = −∑oz z k
k

M M F F F (кНм).

Головний момент системи MO чисельно дорівнює MOZ. MO = 0,8 кНм.
Система сил зводиться до однієї пари сил, що діє в площині ХОY. Вектор-

момент oM  напрямлений вздовж осі OZ в протилежну сторону додатному на-
пряму осі OZ (рис. 5.1).

Задача 5.2.
Звести до простішого вигляду систему із чотирьох рівних по модулю сил F1 = F2 =

= F3 = F4 = F , які прикладені до чотирьох вершин
куба з ребром а, так як показано на рис. 5.2.

Початок системи координат виберемо в точці
зведення О. Кут α = 45°, тому що в даному випадку у
нас куб зі стороною а.

sinα = cosα = 2 / 2 .

Знайдемо головний вектор 1R :

Рис. 5.1

Рис. 5.2
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Рис. 5.3

4
1

1 2
1

sin cos 0;
=

= = − =∑x kx
k

R F F Fα α

4
1

1 2 3 4
1

cos sin cos cos 2 ;
=

= = + − + =∑y ky
k

R F F F F F Fα α α α

4
1

3 4
1

sin sin 2 .
=

= = + =∑z kz
k

R F F F Fα α

Модуль головного вектора 1R :
1 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) 2x y zR R R R F= + + = .

За напрямними косинусами знайдемо напрям головного вектора:
1

1
1

cos( , ) 0;= =xR
R i

R
 

1
1

1

2
cos( , )

2
yR

R j
R

= = ; 
1

1
1

2
cos( , )

2
zR

R k
R

= = .

Вектор 1R  лежить в площині YOZ і складає
кут 45° з віссю OZ (рис. 5.3).

Знайдемо головний момент oM :
4

2 3
1

( ) sin sin 0;
=

= = − ⋅ + ⋅ =∑x x k
k

Mo M F F a F aα α

4

4 2
1

( ) sin cos 2 ;
=

= = − ⋅ − ⋅ = −∑y y k
k

Mo M F F a F a aFα α

4

2 4
1

( ) sin cos 2 .
=

= = ⋅ + ⋅ =∑z z k
k

Mo M F F a F a aFα α

2 2 2 2 ;= + + =x y zMo Mo Mo Mo aF      Mo = 2aF.

Напрям знайдемо за напрямними косинусами:

2 2
cos( , ) 0; cos( , ) ; cos( , )

2 2
yx z

MoMo Mo
Mo i Mo j Mo k

Mo Mo Mo
= = = = − = = .

Вектор-момент oM  лежить в площині YOZ і складає кут 135° з віссю
OY (рис. 5.3).

Таким чином, система сил зводиться до головного вектора 1R  і головного
моменту oM . Залишилось встановити, чи зводиться ця система сил до рівнодій-
ної, чи до динамічного гвинта.
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Знайдемо скалярний добуток 1R  . oM :
1 1 1 1 0 0 2 ( 2 ) 2 2 0.⋅ = + + = ⋅ + ⋅ − + ⋅ =x x y y z zR Mo R Mo R Mo R Mo F aF F aF

Це означає, що 1R Mo⊥ . Цей випадок зведення розглянуто в п. 4.6.2. В

даному випадку система сил зводиться до рівнодійної R з точкою прикладання

А, що розміщена від точки О на відстані  a
F

aF

R

Mo
OA ===

2
2

1   (рис. 5.3).

Задача 5.3.
Звести систему сил до простішого вигляду, якщо
сили F1 = 2 кН, F2 = 4 кН, F3 = 3 кН, F4 = 2 кН, прикла-
дені до вершин куба з ребром 2 м (рис. 5.4)

За центр зведення виберемо точку О. В цій точці
виберемо початок системи координат. Знайдемо ве-

личину і напрям головного вектора 1R :
4

1
1 4

1

2 2 0x kx
k

R F F F
=

= = − = − =∑ ;

4
1

2
1

4 ( )y ky
k

R F F кН
=

= = =∑ ;

4
1

3
1

3 ( ).z kz
k

R F F кН
=

= = =∑

1 1 2 1 2 1 2 2 2( ) ( ) ( ) 4 3 5x y zR R R R= + + = + = (кН).

Напрям 
1R  знайдемо за напрямними косинусами:

1

1
cos( , ) 0xR

R i
R

= = ;

1
1

1

4
cos( , )

5
yR

R j
R

= = ; 
1

1
1

3
cos( , )

5
zR

R k
R

= = .

Вектор 1R  лежить в площині YOZ (рис. 5.5)
Знайдемо величину і напрям головного

моменту oM :

Рис. 5.4

Рис. 5.5
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0;=∑
4

x x k
k=1

Mo = M ( F )       0;=∑
4

y y k
k=1

M o = M ( F )

2 4 ( кНм );⋅ =∑
4

z z k 4
k=1

M o = M ( F ) = F

4Mo = =2 2 2
x y zM o + M o + M o ( кНм); МО = 4 кНм.

Вектор Mo  напрямлений вертикально вгору по осі OZ (рис. 5.5). Система

сил звелась до головного вектора 1R і головного моменту Mo . Розглянемо ска-

лярний добуток /R · Mo :

1 1 1 1 0 4 0 3 4 0x x y y z zR Mo R Mo R Mo R Mo⋅ = + + = + ⋅ + ⋅ ≠ .

Значить вектор 1R  не перпендикулярний Mo . Ця система зводиться до
динамічного гвинта (див. п. 4.6.3).

Щоб знайти положення центральної осі, використаємо рівняння (4.20), яке в
нашій задачі набуде вигляд:

(3 4 ) 3 4 4

0 4 3

y z x x− − −= =  або:  3y – 4z = 0;  9x = 16 – 16x.

Остаточно маємо:

4 16
;

3 25
y z x= = .

Якщо покласти в цих рівняннях z = 0, то знайдемо координати точки А пере-
тину центральної осі з координатною площиною XOY (рис. 5.5):

16

25
x = ; y = 0; z = 0.

Залишилось знайти значення моменту М1.Використаємо формулу (4.21). В
нашому випадку вона запишеться так:

1

0 4 0 3 4 12
2,4

5 5
M

+ ⋅ + ⋅= = = (кНм).         М1 = 2,4 кНм.
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G = 10 кНx
AB = 2BC

S1= ?    S2= ?
XA= ?   YA=?
ZA= ?

Рис. 5.6

5.3. Задачі на рівновагу тіла під дією просторової системи сил

Задача 5.4.
Три невагомих стержня АС, ВD і BL з’єднані в точці В і з гори-
зонтальною площиною шарнірно. В точці С підвішений вантаж
вагою 10 кН. Знайти реакції в стержнях 1 і 2 реакцію сферично-
го шарніра А, якщо площина  DBL вертикальна (рис. 5.6).

Розглянемо рівновагу стержня АС. Для нього в’язями є
стержні 1 і 2 і сферичний шарнір А. Відкинемо в’язі і їх дію на стержень АС
замінимо дією реакцій в’язей. Реакції 1S  і 2S  стержнів 1, 2 напрямлені по стерж-
ням, бо стержні невагомі і на кінцях мають шарнірні з’єднання. Реакцію сферич-
ного шарніра розкладемо на три складові XA, YA, ZA. Отримали просторову довіль-

ну систему сил. Запишемо рівняння рівно-
ваги стержня АС:

0
1

=∑
=

xk

n

k

F ;       ХА = 0; (1)

0
1

=∑
=

yk

n

k

F ;

 – S1 cos 60° + S2 cos 60°+YA = 0; (2)

0
1

=∑
=

zk

n

k

F ;  – S1 sin 60° –  S2 sin 60°+ZA-G = 0; (3)

0)(
1

=∑
=

k

n

k
x FM ;  S1 cos 60°.OB – S2 cos 60°.OB = 0; (4)

0)(
1

=∑
=

k

n

k
y FM ;  ZA.OA+G.OK = 0; (5)

0)(
1

=∑
=

k

n

k
z FM ;  – YA.OA = 0. (6)

Розв’язавши систему рівнянь, маємо:
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Рис. 5.7

ХА=0;   YA=0;   ZA= – 
2
G

= – 5 кН;   S1= S2= – 8,67 кН.

Задача 5.5.
Однорідна плита ACLD вагою 10 кН піднімається за допомогою
трьох вертикальних тросів, закріплених в точках А, В і D. Знайти
натяг тросів (рис. 5.7).

В даному випадку маємо просторову
систему паралельних сил. Вісь AZ спрямує-
мо паралельно силам 1T , 2T , . Запишемо
рівняння рівноваги плити ACLD (див. п. 4.8):

1

0
n

k z
k

F
=

=∑ ;        Т1+Т2+Т3 – G = 0;

1

( ) 0
n

x k
k

M F
=

=∑ ;        – G . 2 + Т3 . 4 = 0;

1

( ) 0
n

y k
k

M F
=

=∑ ;   – Т1 . 6 + G . 3 – Т3 . 3 = 0.

Розв’язуючи систему рівнянь, маємо: Т1 = Т2 = 2,5 кН, Т3 = 5 кН.

Задача 5.6.
Однорідна прямокутна плита AВCD вагою 20 кН утримується в
горизонтальному положенні стержнями 1, 2, 3, які мають на
кінцях шарнірні з’єднання.
Крім цього в точці А плита
сферичним  шарніром
з’єднана з нерухомою осно-

вою. Знайти реакцію шарніра А і зусилля в
стержнях, якщо АК = DL = 3м (рис. 5.8).

Розглянемо рівновагу плити AВCD. Для
неї в’язями є сферичний шарнір в точці А і
стержні 1, 2, 3. Звільнимося від в’язів і замі-
нимо їх дію на плиту реакціями в’язей. Не-
відому реакцію AR  розкладемо на складові
ХА, YА, ZА. Реакції стержнів напрямлені по
стержням. Отримали просторову довільну

G = 10 кН

Т1 = ?   Т2 = ?
Т3 = ?

P = 20 кН

S1=?, S2=?,
S3 = ?, ХA = ?,
YA = ?, ZA = ?

Рис.  5.8
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систему сил. Перед тим, як скласти рівняння, зробимо деякі обчислення. З рівно-
бедреного ∆CDL випливає, що γ = 45°.

З   ∆DCВ   DВ= 2 2 5DC CB+ = м.

Тоді    4 3
cos 0,8; sin 0,6.

5 5
= = = =β β

З   ∆DLВ     ВL= 2 2 9 25 5,83LD DB+ = + = (м).

Тоді    3 5
sin 0,51; cos 0,86.

5,83 5,83
= = = = = =LD DB

BL BL
α α

Запишемо рівняння рівноваги плити:

1

0;
n

k x
k

F
=

=∑ ХА+S2cos α · cos β= 0; (1)

1

0;
n

k y
k

F
=

=∑ YА – S1cos γ – S3 cos γ – S2 cos α sin β = 0; (2)

1

0;
n

k z
k

F
=

=∑ ZA – P + S1 sin γ + S3 sin γ + S2 sin α = 0; (3)

1

( ) 0
n

x k
k

M F
=

=∑ ; S1 sin γ · 3 – P · 1,5 + S3 sin γ · 3 + S2 sin α · 3 = 0; (4)

1

( ) 0
n

y k
k

M F
=

=∑ ; – S1 sin γ · 4 + P · 2 = 0; (5)

1

( ) 0
n

z k
k

M F
=

=∑ ; – S1 cos γ · 4 – S2cos α · cos β · 3 = 0. (6)

З рівняння (5):     S1=14,14 кН.  З рівняння (6)     S2= – 19,38 кН.
З рівняння (4):     S3=14 кН.
З рівняннь (1), (2) і (3) маємо:     ХА = 13,33 кН;     YА = 9,89 кН;     ZA = 10 кН.

Задача 5.7.
На валу 1 закріплений барабан 2 і шків 3, на які намотані
троси з вантажем Р і Q. Вага вала разом з барабаном і
шківом G. Знайти реакції підшипників А і В, якщо Q = 4 кН,
G = 6 кН, R = 5r, а = 0,5 м. (рис. 5.9)

Розглянемо рівновагу вала СВ. Для нього опорами є підшип-
ники в точках А і В. Невідомі реакції підшипників розкладаються

Q = 4 кН
G = 6 кН

P = ?, ХА = ?,
YА = ?, XB = ?,
YB = ?
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Рис. 5.9

на дві складові в площині, перпендику-
лярній осі обертання. В точці А – це ХА,
ZA, в точці В – ХВ, ZВ. Сила P діє в пло-
щині, перпендикулярній осі обертання.

Запишемо рівняння рівноваги:
n

1

0;
k

Fkx
=

=∑ Р cos 45°+ХА+ХВ= 0; (1)

1

0;
=

=∑
n

k y
k

F (2)

1

0;
=

=∑
n

k z
k

F – P sin 45°+ ZA+ ZВ – G – Q = 0; (3)

1

( ) 0;
=

=∑
n

x k
k

M F P sin 45° · а – G · а – Q · 2а + ZВ · 3а = 0; (4)

1

( ) 0;
=

=∑
n

y k
k

M F РR – Qr = 0; (5)

1

( ) 0;
=

=∑
n

z k
k

M F Р cos 45°. а – ХВ . 3а = 0. (6)

Розв’язавши цю систему рівнянь, маємо:
Р = 0,8 кН; ХА =  – 0,76 кН; ZA = 6,08кН; ХВ = 0,19кН; ZВ = 4,49 кН.

Задача 5.8.
Колінчатий вал може обертатись в підшипниках А і В. На
кінці вала насаджена шестірня радіусом 0,2 м. В точці D
коліна під кутом α
до вертикалі діє

сила F 1. Коліно
розміщене в го-
ризонтальній пло-

щині. Знайти величину сили Q, яка при-
кладена до шестірні паралельно осі АY
при рівновазі вала, і реакції підшипників

(рис. 5.10). F II YAZ.
Рис. 5.10

α = 30°;   F = 20 кН
R= 0,2м;  ED = 0,15 м
a = 0,15 м; b = 0,2 м
c = 0,25 м

Q = ?; YА= ?;  ZА = ?
YB=?;  ZB=?
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Рис. 5.11

F = 50 кН
АВ = 1,2 м
DB = 1,6 м
AC = 2,1 м

XА=?; YА=?
ZА=?; MAx=?
MAy=?;  MAz=?

Розглянемо рівновагу вала САВ. В точках А і В знаходяться підшип-
ники. Запишемо  рівняння  рівноваги:

1

0
n

k x
k

F
=

=∑ ; (1)

1

0
n

k y
k

F
=

=∑ ;   Q + YА + YB + F sin a  = 0; (2)

1

0
n

k z
k

F
=

=∑ ; ZA+ ZВ – F cosα = 0; (3)

1

( ) 0
n

x k
k

M F
=

=∑ ; Q . R – F cosα. ED = 0;  (4)

1

( ) 0
n

y k
k

M F
=

=∑ ;  – F cosα. b + ZB . (b+c) = 0;  (5)

1

( ) 0
n

z k
k

M F
=

=∑ ; Q . a – F sinα. b – YB. (b+c) = 0. (6)

Розв’язавши цю систему рівнянь, маємо:
YА = – 22,9 кН;   ZA = 9,62кН;   YВ = – 0,11кН;   ZВ = 7,70 кН;   Q = 12,99 кН.

Задача 5.9.
Колінчатий стержень АВD в точці А має жор-

стке защемлення. В точці D
стержня по лінії DС діє сила
в 50 кН. Не враховуючи вагу
стержня, знайти реакції
жорсткого защемлення
(рис. 5.11).

Розглянемо рівновагу
стержня АВD. Для нього єдиною в’язю є
опора в точці А. Це жорстке защемлення.
Защемлення для просторової системи сил
створює невідому реакцію AR  з проекція-
ми на осі координат XА, YА, ZА і пару сил з
векторним моментом AM , проекції якого на
координатні осі MAx, MAy, MAz (рис. 5.11).
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Рис. 5.12

В загальному випадку маємо шість невідомих. Для їх знаходження складемо
шість рівнянь рівноваги просторової системи сил.

Перед тим, як скласти рівняння рівноваги, зробимо деякі обчислення:
2 2 2 21,2 1,6 2 (м).AD AB DB= + = + =

2 2 2 22 2,1 2,9 (м).DC AD AC= + = + =

sin 0,72; cos 0,69; sin 0,8; cos 0,6.
AC AD DB AB

DC DC AD AD
α α ϕ ϕ= = = = = = = =

1

0;
=

=∑
n

k x
k

F XА – F cos α cosϕ  = 0;

1

0;
=

=∑
n

k y
k

F YА + F cos α sinϕ  = 0;

1

0;
=

=∑
n

k z
k

F ZA+ F sin . α = 0;

1

( ) 0;
=

=∑
n

x k
k

M F MAx – F sin α . DВ .= 0;

1

( ) 0;
=

=∑
n

y k
k

M F MAy – F sin α . АВ = 0;

1

( ) 0;
=

=∑
n

z k
k

M F MAz = 0.

Розв’язавши цю систему рівнянь, отримаємо:
XА  = 20,7 кН,      YА  = – 27,6 кН,       ZА  = – 36 кН,
MAx = 57,6 кНм,     MAy = 43,2 кНм,    MAz = 0.

Задача 5.10.
Однорідна квадратна плита
вагою G утримується в го-
ризонтальному положенні
за  допомогою  шести

стержнів. Знайти зусилля в стержнях,
якщо в точці D вдовж діагоналі  DB діє
сила F. Стержні невагомі, на кінцях мають
шарнірні з’єднання (рис. 5.12).

G = 4 кН
F = 2 кН

S1 = ? ... S6 = ?
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Розглянемо рівновагу плити ABCD. Для неї в’язями є стержні 1–6. Реакції
цих стержнів напрямлені по стержням. Напрями дії реакцій стержнів показані на
рис. 5.12. Початок координат виберемо в точці А. Маємо довільну просторову
систему сил. Перед тим, як записати рівняння рівноваги, знайдемо деякі кути.

Діагональ  2 2 2
1 3 ;= + + =A C a a a a

Діагональ  2 2
1 1 2A C a a a= + = ;

1

1
sin 0,577

3 3

a a

AC a
α = = = = ;              1 1

1

2
cos 0,816

3

AC a

AC a
α = = = ;

Запишемо рівняння рівноваги:

1

0
n

k x
k

F
=

=∑ ; S2 cos45°– S3 cosα  sin 45° – S5 sin 45° – F cos 45° = 0; (1)

1

0
n

k y
k

F
=

=∑ ;  F sin 45° – S3 cosα cos 45° = 0; (2)

1

0
n

k z
k

F
=

=∑ ; – S1 – S2 sin 45° – S3 sinα – S4 – S5 cos 45° – S6 – G= 0; (3)

1

( ) 0
n

x k
k

M F
=

=∑ ; – S3 sin α° α · a – G
2
a

 – S4 а – S5 cos 45°. a – S6 a = 0; (4)

1

( ) 0
n

y k
k

M F
=

=∑ ; S1a + G
2
a

 + S3 sinα . a + S5 cos 45° . a + S6 a = 0; (5)

1

( ) 0
n

z k
k

M F
=

=∑ ; F sin 45° · a + S5 sin 45° · a = 0. (6)

Розв’язавши цю систему рівнянь отримаємо:

S1 =  – 3,41кН;  S2 = 2 кН;  S3 = 2,45 кН;  S4 =  – 3,82 кН;  S5 =  – 2 кН;  S6 =  – 1,41 кН
Зробимо перевірку: запишемо суму моментів сил відносно осі ОХ1:
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1 1 2 3 4 5 6sin 45° sin cos 45°
2 2 2 2 2 2

= + − ⋅ − ⋅ − −∑ x

a a a a a a
M S S S S S Sα

Підставивши числові значення зусиль, маємо, що ця сума дорівнює нулю.

Задача 5.11.
Вертикальний вал вагою G в
точці А має підп’ятник, а в
точці В – підшипник. Пара-
лельні горизонтальні гілки
пасу, що накинутий на шків,
мають сили натягу Т1 і Т2.
Вони складають з горизон-
тальною віссю CY кут α. Вал
знаходиться в рівновазі зав-
дяки дії вантажу вагою Р.

Знайти реакції підшипника і підп’ятника, а
також силу Р (рис. 5.13).

Розглянемо рівновагу вертикального вала АВС. Для нього в’язями є підшип-
ник в точці В (складові реакції ХB, YB) і підп’ятник А (складові реакції ХА, YА, ZА).

Запишемо рівняння рівноваги:

1

0;
=

=∑
n

k x
k

F – Т1 sin α – Т2 sin α + ХB + ХА = 0; (1)

1

0;
=

=∑
n

k y
k

F (Т1+Т2) cos α + YB + YА  + Р = 0; (2)

1

0;
=

=∑
n

k z
k

F ZА – G = 0; (3)

1

( ) 0;
=

=∑
n

x k
k

M F YB. a + Р.(а + b) +  YА . (а + b + а) = 0; (4)

1

( ) 0;
=

=∑
n

y k
k

M F – ХB . a – ХА . (а + b + а) = 0; (5)

а  = 0,5м
Т1 = 2 кН
Т2 = 3 кН
G = 2 кН
α= 45°
R1 = 0,5 м
R2 = 0,2 м
b = 0,3 м

XА = ? YА = ?
ZА = ?  ХB = ?
YB = ?  P = ?

Рис. 5.13
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Рис. 5.14

Рис. 5.16

        
1

( ) 0;
=

=∑
n

z k
k

M F

        (Т2 – Т1) R1 – P . R2= 0. (6)
Розв’язавши цю систему рівнянь, маємо:
XА= – 2,21 кН,     ХB = 5,74 кН,
Р = 2,5 кН,     YА= 1,28 кН,
YB= – 7,3 кН,    ZА = 2 кН.

5.4. Задачі для самостійного розв’язування

Задача 5.12.
Вздовж ребер куба зі стороною а спрямовані сили

F1 = F2 = F3 = F4 = F.
Привести цю систему сил до простішого вигляду

(рис. 5.14).

Відповідь: Динама. PR 2= ; PaM 2= .

Рівняння центральної осі  у = а,   х + z = 2а.

Задача 5.13.
На колінчатий вал (рис. 5.15) діє шатун з си-

лою F = 12 кН, напрямленою перпендикулярно до
шийки вала під кутом 75° до вертикалі. Нехтуючи
вагою вала, знайти реакції підшипників А і В, і мо-
мент М пари сил, яку необхідно прикласти до ма-
ховика С вагою Q=4,2 кН, щоб вал був в рівновазі.

Відповідь:

YА  =  4,97 кН;     ZА  =  – 2,53 кН;
YB  =  6,63 кН;     ZB  = 3,62 кН;    М = 1,16 кНм.

Задача 5.14.
Вертикальний стержень ОА і горизонтальні

стержні ВС і DE розміщені взаємно перпендикулярно
один до другого (рис. 5.16). В точках С і Е на стержні
діють сили  F1 = 300 Н і F2= 400 Н. Нехтуючи вагою
стержнів, знайти тиск стержнів на підшипник А і підп’ят-
ник О, якщо ВС = 0,16 м, АD = 0,2 м,   ОВ = 0,18 м,   ВD
= 0,22 м,  DЕ = 0,20 м.

Рис. 5.15
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Рис. 5.17

Рис. 5.18

Відповідь:

NAx = 114,3 H;    NAy  = 297,6  H;   NOx = 35,7  H;
NOy  = 48,8 H; NOz  =  –

459,8 H.

Задача 5.15.
Знайти реакції підшип-

ників вала редуктора, на
якому закріплені косозубе
колесо і прямозуба шестер-
ня. На колесо діє осьова
сила Q1= 0,72 кН, радіальна сила Т1 = 0,6 кН і невідома колова сила F1, а на
шестерню – радіальна сила Т2 = 1,2 кН і колова сила F2 = 3,2 кН (рис 5.17).

Відповідь: ХА  = – 5,77 кН;  YА  = 0,08 кН;     ХB  = – 3,83 кН;  YВ  = 0,52 кН;
 ZВ  = – 0,72 кН;    F1  = 6,4 кН.

Задача 5.16.
Квадратна плита вагою G=20 кН

утримується в горизонтальному поло-
женні стержнем СL. В точках А і В пли-
та опирається на підшипники. В точці
D діє вертикальна сила Q=10кН. Знай-
ти зусилля в стержні СL і реакції в
підшипниках А і В (рис. 5.18).

Відповідь:  S = 40кН;

ХА = 10 6кН;      YА = 0;          ZА =  – 10 кН;       YВ = 10кН;      ZВ  = 20 кН.

Задача 5.17.
Знайти реакції жорсткого защемлення

А (рис. 5.19), якщо а = 1,5 м, q = 2,5 кН/м,
М = 4 кНм, F = 1,5 кН.

Відповідь:
ХА = YА= 0;
ZА =  5,25 кН;
MAx = 14,3 кНм;
MAy = 5,06 кНм;
MAz = 0. Рис. 5.19
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6. Центр паралельних сил і центр тяжіння

6.1. Окремі випадки зведення
просторової системи паралельних сил

Нехай в просторі діє n паралельних сил
(рис. 6.1). Візьмемо за центр зведення точ-
ку О. Введемо одиничний орт e , який пара-
лельний силам. Тоді силу можна записати

kF = Fk · e ,
де Fk – модуль сили.
Головний  вектор

/

1 1
( ) .

n n

к k
R F F ek k= =

= = ⋅∑ ∑

Головний момент   
1
( )

k

n
Mo r Fк к=

= ×∑ .

Головний вектор і головний момент можна записати в такому вигляді:

/ / ;= ⋅eR R ⋅∑
n

к=1
k kMo= (F r ) e. ( )⋅∑

n

к=1
Mo= F r e.k k

Із означення векторного добутку видно, що векторний момент oM ⊥ e .
Вияснимо, чи приводиться система паралельних сил до динамічного гвин-

та. Розглянемо скалярний добуток

cos90 0/ /R Mo ( R e ) Mo R Mo .⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ° =
Система паралельних сил не зводиться до динамічного гвинта. З цього мож-

на зробити висновок: просторова система паралельних сил зводиться або до

рівнодійної ( 0)/R ≠ , або до пари сил = ≠( 0, 0)Mo/R , або знаходиться в рівно-

вазі = =( 0, 0).Mo/R

6.2. Центр паралельних сил. Формули для радіус-вектора
і координат центра паралельних сил

Центром паралельних сил називається точка на лінії дії рівнодійної цих
сил, яка не змінює свого місцезнаходження при одночасному повороті всіх сил
на один і той же кут навколо точок прикладання сил.

Рис. 6.1
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Нехай точка С – центр паралельних сил, які діють в просторі в одному на-
прямі (рис. 6.2). Як і раніше, введемо одиничний орт e .

Тоді    ,k kF F e= ⋅    (а)

Так як точка С – центр паралельних сил, то рівнодійна 1R  проходить через

точку С. Тому момент рівнодійної 1R
відносно точки С буде дорівнювати нулю.

1( ) 0cM R = . З другої сторони, згідно те-
ореми Варіньона, момент рівнодійної
сили дорівнює сумі моментів складових
сил відносно точки С.

1

1( ) ( ) 0
и

к
cM R CC Fкk

→

=
= × =∑ . (в)

Виберемо в просторі довільну точ-
ку О, яка буде початком декартової сис-
теми координат. c

r  – радіус-вектор цент-
ра паралельних сил, k

r  – радіус-вектор точки Ск – точки прикладання сили kF . Із
рисунка видно, що

=
→

kCC k
r – 

c
r . (с)

Підставимо (а) і (с) в (в).

1 1
( ) ( ) 0.[ ] [ ]n n

k c kк к
r r F e F r F r ek k k c= =

⋅× = − =∑ ∑−

Маємо  
1 1

0.
= =

=∑ ∑−n n

kk k cк к
F r r F

1

1

.=
=

=

∑

∑

n

k k
к

n

k
к

c

F r
r

F
 (6.1)

Формула (6.1) є формулою для радіуса-вектора центра паралельних сил.
Якщо вираз (6.1) спроектувати на осі декартової системи координат, то от-

римаємо координати центра паралельних сил.

1 1 1

1 1 1

, ,

n n n

k k k k k k
к к к

c c cn n n

k k k
к к к

F F F

F F F

x y z
x y z= = =

= = =

= = =

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
, (6.2)

Рис. 6.2
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Рис. 6.3

де xc, yc, zc – координати центра паралельних сил,
xk, yk, zk – координати точки прикладання к-ої сили.

6.3. Центр тяжіння
Всі тіла, які знаходяться на Землі, зазнають

дію сили тяжіння, яка напрямлена до центра
Землі (рис. 6.3). Ці сили, як видно з рисунка, не
паралельні. Будемо розглядати тіла, розміри
яких набагато менші розмірів поверхні Землі.
Тоді можна ввести гіпотезу про паралельність
сил тяжіння (див. рис. 6.3).

Рівнодійна сил тяжіння, прикладених до всіх
частин тіла, називається силою тяжіння, її мо-
дуль – вагою тіла, а центр цих сил – центром

тяжіння тіла. Центр тяжіння твердого тіла – центр паралельних сил тяжіння, які
діють на всі частини тіла.

Для знаходження центра тяжіння тіла можна використати формулу (6.2) для
центра паралельних сил, де Fk = Gk.

1 1 1, ,

n n n

k k k k k k
к к к

c c c

G G G

G G G

x y z
x y z= = == = =

∑ ∑ ∑
, (6.3)

де Gk – вага окремих частин тіла,
xk, yk, zk – координати к-го елементу тіла, G – вага тіла.

6.4. Центр мас
Якщо позначити масу тіла через М, а маси окремих його частин – через m1,

m2 … mn, то будемо мати G = Мg, Gk = mkg (k =1, 2 … n), де g – прискорення вільного
падіння. Підставивши ці значення в (6.3), отримаємо:

1 1 1, ,

n n n

k k k k k k
к к к

c c c

m m m

M M M

x y z
x y z= = =

= = =

∑ ∑ ∑
. (6.4)

Точка, координати якої знаходяться за формулами (6.4), називається цент-
ром маси або центром інерції тіла.

Положення центра маси залежить тільки від розподілу маси в тілі і є однією
із характеристик цього розподілу.

В той час як поняття про центр тяжіння має зміст тільки для тіла, яке
розміщене в однорідному полі сили тяжіння, поняття центра маси не пов’яза-
не з поняттям про силове поле, і в цьому розумінні є більш загальним.
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6.5. Центр тяжіння об’єму
Розіб’ємо тіло на n достатньо ма-

лих об’ємних елементів. Позначимо
координати довільної точки, яка лежить
в границях к-го елементу через xk, yk,
zk, (рис. 6.4).

Якщо об’ємне тіло однорідне,
то Gk = gγVk , G = gγV, де γ = const –
об’ємна густина тіла. Тоді із формули
(6.3) маємо:

1 1 1, ,

n n n

k k k k k k
к к к

c c c

V V V

V V V

x y z
x y z= = =

= = =

∑ ∑ ∑
,

(6.5)
де V – об’єм тіла.

Із формули (6.5) видно, що положення центра тяжіння тіла залежить тільки
від геометричної форми і розмірів твердого тіла. Тому центр тяжіння однорідно-
го твердого тіла можна назвати центром об’єму тіла. Якщо тіло складної форми,
то у виразі (6.5) суми, що знаходяться в чисельнику, доцільно замінити інтеграль-
ними сумами:

( ) ( ) ( ), ,V V V
c c c

xdV ydV zdV

V V V
x y z= = =

∫ ∫ ∫
, (6.6)

де x, y, z – координати елементарного об’єму dv.

6.6. Центр тяжіння однорідної оболонки

Для однорідної оболонки (поверхнева густина γ =const) (рис. 6.5): Gk=gγSk,
G=gγS. Тоді із формули (6.3) маємо:

1 1 1; ; ;= = =
= = =

∑ ∑ ∑
n n n

k k k k k k
к к к

c c c

S S S

S S S

x y z
x y z

     
6.7)

де S  –  площа всієї оболонки, Sк  –  площа к-го еле-
менту оболонки, xк, yк, zк  –  координати елементу Sк.

Якщо оболонка складної форми, то краще ко-
ристуватись слідуючими формулами:

Рис. 6.4

Рис. 6.5
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Рис. 6.7

Рис. 6.6

( )s
c

xds

S
x =

∫
,  ( )s

c

yds

S
y =

∫
, ( )s

c

zds

S
z =

∫
, (6.8)

де xк, yк, zк  – координати елементарної площі ds.

6.7. Центр тяжіння площі плоскої фігури
Для плоскої однорідної фігури осі координат ОХ і

OY виберемо в серединній площині (рис. 6.6). Gk = gγSk,
G = gγS , де γ = const – густина одиниці площі. Тоді з
формули (6.3) маємо:

1 1, .

n n

k k k k
к к

c c

S S

S S

x y
x y= == =

∑ ∑
(6.9)

Для плоскої фігури складної форми потрібно ко-
ристуватися слідуючими формулами:

( ) ( ), .s s
c c

xds yds

S S
x y= =

∫ ∫
(6.10)

6.8. Центр тяжіння лінії
Для однорідного криволінійного стержня

лінійна густина γ = const (рис. 6.7). Gk = gγlk , G =
gγL, де L – довжина стержня, lk – елемент стержня.
З формули (6.3) маємо:

1 1 1, , .

n n n

k k k k k k
к к к

c c c

l l l

L L L

x y z
x y z= = == = =

∑ ∑ ∑
  (6.11)

Для стержня складної форми:

( ) ( ) ( ), , .L L L
c c c

xdl ydl zdl

L L L
x y z= = =

∫ ∫ ∫
(6.12)

Зауважимо, що чисельники в формулах (6.5), (6.7), (6.9), (6.11) називають-
ся статичними моментами об’єму, поверхні, площі і довжини тіла відносно
координатних осей.
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Візьмемо для прикладу формулу (6.9). Позначимо через Sx i Sy статичні мо-
менти площі фігури відносно координатних осей Х i Y:

1

n

x k k
к

S S Y=
=
∑ ,    

1

n

y k k
к

S S X=
=
∑ . (6.13)

Тоді формула (6.9) запишеться в такому вигляді:

y
c

S
X

S
= ;      x

c

S
Y

S
= . (6.14)

6.9. Способи знаходження координат центра тяжіння тіл

6.9.1. Спосіб симетрії
1. Якщо однорідне тіло має площину геомет-

ричної симетрії, то центр тяжіння цього тіла знахо-
диться в цій площині симетрії;

2. Якщо однорідне тіло має вісь геометричної
симетрії, то центр тяжіння знаходиться на цій осі;

3. Якщо однорідне тіло має центр геометричної
симетрії, то центр тяжіння знаходиться в центрі симетрії.

Доведемо це. Якщо тіло симетричне віднос-
но деякої площини П (рис. 6.8), то кожній час-
тинці тіла по одну сторону цієї площини відпов-
ідає рівна їй по вазі і симетрично розміщена ча-
стинка по другу сторону площини.

Візьмемо яку-небудь частинку А1 по одну сторону площини П і знайдемо
симетричну їй частинку А2 по другу сторону. На ці частинки будуть діяти однакові
по модулю сили тяжіння 1G  і 2G . Рівнодійна 2,1G  цих двох рівних і паралельних сил
буде прикладена в середині В1 відрізка А1 А2, т. б. в площині симетрії.

Складаючи подібним чином сили тяжіння кожної пари симетричних части-
нок, отримаємо систему паралельних сил, які лежать в площині симетрії тіла. В
цій площині і буде лежати центр тяжіння тіла.

  Для випадків, коли тіло має вісь або центр симетрії, доведення теоре-
ми аналогічне.

Висновок:
1. Центр тяжіння відрізка матеріальної прямої лінії лежить в його

середині.
2. Центр тяжіння круглого кільця, круглої або прямокутної пластин-

ки, площі правильного многокутника і еліпса, об’єму прямокутного

Рис. 6.8
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Рис. 6.10

паралелепіпеда і кулі, і других тіл, які мають центр симетрії, лежить в їх
геометричних центрах (в центрах симетрії).

6.9.2. Спосіб розбиття
Цей спосіб використовується для зна-

ходження центра тяжіння тіл складної гео-
метричної форми. Один із прикладів тіла
складної форми приведено на рис. 6.9.

Розіб’ємо дану фігуру на ряд простих
фігур, центри тяжіння яких можна знайти. В
даному випадку фігура розбилась на три пря-
мокутника, площі яких s1, s2, s3, а центри тяжі-
ння С1, С2 ,С3 . Виберемо систему координат.

Тоді центри тяжіння мають координати С1(x1; y1), С2(x2; y2), С3(x3; y3).
Для знаходження центра тяжіння площі використаємо формулу (6.9):

1 1 2 2 3 3

1 2 3
c

s x s x s x
x

s s s

+ +
=

+ + ;  
1 1 2 2 3 3

1 2 3

.c

s y s y s y
y

s s s

+ +=
+ +

Після обчислення, отримаємо центр тяжіння площі С (xс;  yс).

6.9.3.  Спосіб  доповнення
Цей спосіб застосовується для тіл, в

яких є отвори, якщо центри тяжіння тіла без
отворів і вирізаних отворів відомі. Розгля-
немо фігуру, яка показана на рис. 6.10.

В пластині є два отвори. Ці отвори до-
повнимо до пластинки, яка після цього до-
повнення стала суцільною. Самі ж отвори бу-
демо вважати тілами з від’ємними площами.

Для знаходження центра тяжіння площі
використаємо формулу (6.9)

1 1 2 2 3 3

1 2 3
c

s x s x s x
x

s s s

− −
=

− − ;

 
1 1 2 2 3 3

1 2 3
c

s y s y s y
y

s s s

− −
=

− − .

Рис. 6.9
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6.9.4. Спосіб  інтегрування
Якщо тіло складної форми і його неможливо роз-

бити на ряд частин, положення центрів яких можна знай-
ти, то використовують спосіб інтегрування.

Розглянемо спосіб інтегрування на конкретно-
му прикладі. Знайдемо центр тяжіння дуги кола. Не-
хай є дуга АВ кола радіуса R з центральним кутом 2α
(рис. 6.11). Початок координат виберемо в центрі кола
і вісь ОХ спрямуємо по осі симетрії.

Так як вісь ОХ є віссю симетрії, то центр тяжіння дуги лежить на цій осі. yс= 0.
Знайдемо координату xс способом інтегрування. Виділимо на дузі АВ еле-

мент дуги dl = Rdϕ . Положення дуги dl визначається кутом ϕ. Координата х
цього елементу буде х = R cos ϕ. Використаємо першу із формул (6.12):

2

( ) ( )

( ) ( )

cos
sin

.L
c

L

xdl R d
R

dl d

x −
=

−

= =
∫ ∫

∫ ∫

α

α
α

α

ϕ ϕ
α

α
ϕ

Остаточно
sin

= ,c

R
x

α
α (6.15)

де кут α  вимірюється в радіанах.

Для півкола  )
2

(
πα =    маємо            хс = π

R2
. (6.16)

6.10. Центр тяжіння деяких ліній, площ і об’ємів
1. Центр тяжіння площі трикутника лежить в точці

перетину його медіан (рис. 6.12). Як відомо із геометрії

1 1 1
; ;

3 3 3
CL BL CE AE CK DK= = = .

2. Центр тяжіння площі кругового сектора.
Розглянемо круговий сектор радіуса R з центральним

кутом 2α  (рис. 6.13). Розіб’ємо площу сектора на елемен-

тарні плоскі трикутники. Центри тяжіння цих трикутників

лежать на дузі А1В1, радіус якої r = 2R/3. Знайдемо тепер
центр тяжіння дуги А1В1 з центральним кутом 2α  і радіуса

Рис. 6.11

Рис. 6.12

Рис. 6.13
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r. Цей центр і буде центром тяжіння сектора. Використаємо формулу (6.15), де
замість R треба написати r.

sin 2 sin
=

3C

r R
x

α α
α α

= .    (6.17)

Для півкола )
2

(
πα =  хс = π3

4R
. (6.18)

3. Центр тяжіння об’єму однорідної призми, циліндра.
Центр тяжіння С однорідної призми (циліндра) знаходиться в середині

відрізка, що з’єднує центри тяжінь верхньої і нижньої основ призми (циліндра).
4. Центр тяжіння об’єму піраміди, конуса.
Центр тяжіння об’єму піраміди або конуса лежить на відрізку, що з’єднує

вершину з центром тяжіння основи, на відстані одної четвертої висоти піраміди

(конуса) від площі основи, або hZc 4
3=  , якщо відстань рахувати від вершини.

5. Центр тяжіння об’єму півкулі.
Центр тяжіння об’єму півкулі лежіть на осі симетрії Z:

3

8cZ R= ,

де R – радіус півкулі.
Координата ZC відраховується від діаметральної площини півкулі.
Примітка. З доведенням формул, що приведені в пунктах 3–5, можна  оз-

найомитись в підручнику [15].

6.11. Методичні вказівки до розв’язування задач

Задача 6.1.
 Знайти центр тяжіння кругового сегмента, якщо радіус
кола R, а центральний кут 2α (рис. 6.14).

Вісь ОХ є віссю симетрії.  Це означає, що Yс = 0
 Доповнимо  ∆ ОАВ до сегмента. Отримали сектор

∆ OВК з радіусом R і центральним кутом 2α. Сегмент
АКВ можна розглядати як сектор з трикутною порожни-
ною. Маємо дві фігури: 1) сектор  ΟАКВ і  2) трикутник
ОАВ з від’ємною площею.

Для знаходження центра тяжіння плоскої фігури ви-
користаємо формулу (6.9):

1 1 2 2

1 2

,c

s x s x
x

s s

+=
+

(а)

 R = 6м
30

6

πα = =

 Xc=?  Yc=?

Рис. 6.14
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де s1,  x1 – площа сектора і його координата центра тяжіння,
s2,  x2  – площа трикутника і його координата центра тяжіння.
Складемо таку таблицю:

Площа сектора 
2

2

1
R

S
ϕ= , де ϕ  –  центральний кут. В нашому випадку

ϕ  =  2α. Тому   S1 = α · 2R = 18,85 (м2). Для знаходження центра тяжіння сектора

звернемось до формули (6.17):

1

2 sin2 sin 6 3,82 (м).
3 3

6

RR
x = = =

⋅

π
α

πα

Площа трикутника ОАВ 2 2

OD AB
S

⋅= − ;   ОD = R cos α;

АВ = 2 · AD = 2R sin α.

Тоді 
2 2

2

2 sin cos sin 2
15,59

2 2

R R
S

α α α= − = − = −  (м).

2

2 2
cos 3,46

3 3
x OD R= = =α  (м).

Підставимо числові дані в вираз (а):

18,85 3,82 15,59 3, 46
5,52 (м)

18,85 15,59cx
⋅ − ⋅= =

− .

Якщо задачу розв’язати в загальному вигляді, то для сегмента його пло-
ща і положення центра тяжіння знаходяться за формулами:

2

2 sin 2
2

( )R
S α α= − ;   

34 sin

3(2 sin 2 )c

R
x

α
α α

=
−

. (6.19)
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Задача 6.2.
Тіло складається з циліндра і конуса, які мають спільну

рівну основу. Висота циліндра дорівнює Н, а висота кону-
са h. Яким повинно бути відношення h/Н, щоб центр тяж-
іння тіла співпав з центром основи конуса? (рис. 6.15)

Початок системи координат візьмемо в точці О ос-
нови. Тіло має вісь симетрії, тому доцільно одну із осей
координат спрямувати по осі симетрії. Це буде вісь OZ.
По умові задачі центр тяжіння об’єму лежить в точці О.
Тобто  Хс = Ус = Zc = 0. Необхідно знайти співвідношення
між висотами циліндра і конуса, щоб Zc = 0.

Скористаємося формулами (6.5):

1 1 2 2

1 2
c

V Z V Z
Z

V V

+=
+

де V1   і   Z1  – відповідно об’єм циліндра і координата центра тяжіння;
V2   і  Z2  – відповідно об’єм конуса і координата центра тяжіння.

Складемо наступну таблицю:

2 2
2 2

2 2

1 1
( ) 62 3 4 0.

1 4(3 )
3

c

H
R H R h h H h

Z
H hR H R h

⋅ + ⋅ − −= = =
++

π π

π π

Звідси маємо  6Н2 = h2,        або   6
h

H
= .

Задача 6.3.
Знайти центр тяжіння ферми, яка складається з семи однорідних

стержнів (рис. 6.16)
Початок координат виберемо в точці О. Використаємо формули (6.11):

Рис. 6.15
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7 7

1 1
7 7

1 1

; .= =
= =

= =

∑ ∑

∑ ∑

k k k k
к к

c c

k k
к к

l x l y

l l
x y

Складемо таку таблицю:

1 0 1 0,5 1, 41 0,5 1 0,5 1 1 1, 41 1,5 1 1,5
0,81 (м)

1 1 1, 41 1 1 1, 41 1cx
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅= =

+ + + + + +

1 0,5 1 1 1,41 0,5 1 0 1 0,5 1,41 0,5 1 0
0,44 (м)

7,82cy
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅= =

xC = 0,81 (м),  yC = 0,44 (м)

6.12. Задачі для самостійного розв’язування

Задача 6.4.
Знайти положення центра тяжіння площі круглої пла-

стини радіусом R = 50 см, в якій є прямокутний виріз зі
сторонами а = 20 см, в = 40 см (рис. 6.17).

Відповідь: хс = – 1,13 см.

Рис. 6.16

Рис. 6.17
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Задача 6.5.
Знайти координати центра тяжіння металевого лис-

та, розміри якого (в сантиметрах) позначені на рис. 6.18.

Відповідь: хс =  52,7 см, ус = 17,7 см.

Задача 6.6.
Знайти положення центра тяжіння подвійного кону-

са, тобто тіла, що складається з двох конусів з спільною
основою радіусом R і висотою Н1 і Н2 (рис. 6.19).

Відповідь: 1 2

4

−
=cZ

H H

7. Збірник завдань для розрахунково-графічної
роботи № 3 “Визначення реакцій опор просторової конструкції ”

Варіанти 1–30
Елементи конструкції зображені на рисунках 7.1–7.6, а необхідні для розра-

хунків дані приведені в таблиці 7.1. Лінійні розміри задані в сантиметрах, а сили в
кілоньютонах. По даним варіанта 1 побудована конструкція (рис. 7.7).

Аналогічно кожний студент по даним свого варіанту будує конструкцію і
визначає реакції опор конструкції і одну з невідомих активних сил ( в таблиці 7.1
стоїть знак “?”). У всіх варіантах вісь обертання горизонтальна, а початок коорди-
нат вибирається в ближчій до нас опорі. Елементи 3–6 конструкції перпендику-
лярні до осі обертання вала. Сили 3 3 4 4 5 6T ,t ,T ,t , F , P  паралельні площині ZAX.
Сила 5F  знаходиться в точці Т, що є серединою сторони ES.

Рис. 6.18

Рис. 6.19

Рис. 7.1 Рис. 7.2 Рис. 7.3



145

Рис. 7.7.    Побудований за данними варіанта 1.

Рис. 7.4  Рис. 7.5Рис. 7.6
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Таблиця 7.1
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Варіанти 31–60
Прямокутна плита ABCD вагою G підтримується в горизонтальному поло-

женні за допомогою шести стержнів. Знайти зусилля в цих стержнях, якщо вони
невагомі, на кінцях мають шарнірні з’єднання. Кінцями стержнів можуть бути
точки A, B, C, D, E, K, L, N плити і точки A1, B1, D1, C1 опор.

В площині плити вздовж однієї із сторін плити або її діагоналі діє сила F.
Необхідні числові дані наведені в таблиці 7.2. У всіх варіантах початок систе-

ми координат знаходиться в точці А (рис. 7.8).

Рис. 7.8

Рис. 7.9. Побудований
за данними варіанта 1.
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Таблиця   7.2
розмір 
плити Стержні Сила F  

a b 

 
d 
 1 2 3 4 5 6 

Т
оч
ка

 
п р

ик
ла
да
нн

я 

Н
ап
ря
м 

 д
ії 

F 

 
G 

В
ар
іа
нт

 

м м м – – – – – – – – кН кН 
31 6 6 4 D1D D1A A1C C1C C1B B1B D DC 20 10 
32 4 6 3 D1D D1C A1A C1A В1B B1A D DB 15 12 
33 1,5 6 2,5 D1D A1D A1B B1B B1C C1C C CB 22 16 
34 2 5 3 D1A D1C A1A A1B B1B B1C C CA 24 18 
35 3 4 5 D1C A1D A1B C1A C1B C1C B BC 26 20 
36 5 3 4 D1E A1A A1B C1C C1L B1B B BA 15 16 
37 3 5 4 D1N B1K B1L A1A A1B C1B A AD 14 14 
38 4 4 4 A1E A1C C1B B1B D1C C1C A AB 8 10 
39 2 4 3 B1C B1B B1D B1A A1D A1A A AC 12 11 
40 2 3 3 B1B A1A C1C C1L B1K D1A D DB 18 12 
41 2 4 2 D1D D1E D1N B1A C1C C1B D DC 10 11 
42 3 3 2 B1B B1K B1D D1D D1A C1C D DA 8 10 
43 2,5 2,5 2,5 C1C C1L D1N A1A B1B D1D C CB 6 7 
44 3 2,5 1,5 D1B D1C A1A C1L C1C B1B C CA 7 9 
45 2 5 1,5 C1D D1D D1E A1A A1В B1B C CD 8 7 
46 2 4 1,5 C1B B1B B1K A1A A1E D1B B BA 9 8 
47 2 3 2 A1A A1K B1B B1C C1C D1D B BC 12 13 
48 3 4 2 A1A A1D D1D D1B C1N B1B B BD 22 20 
49 5 5 3 A1A A1C B1K B1C C1C D1D A AC 19 11 
50 4,5 5 3 C1A A1A C1B D1C D1D B1B A AD 25 20 
51 3 5 3 D1D D1B C1B A1K C1C A1A A AB 30 20 
52 3 4 2 D1D A1E A1A D1C B1C B1K D DC 40 20 
53 6 4 3 B1C B1A B1D D1D A1A C1C D DA 42 22 
54 5 4 3 D1A D1B A1A C1N B1K B1B D DC 38 30 
55 4 3 3 A1D B1A C1D C1C C1L B1B C CB 36 26 
56 4 4 2 D1A D1N C1C C1B A1A B1K C CA 35 35 
57 3 4 1,5 A1E C1B A1A D1C A1В C1C C CD 41 31 
58 1 2 1 D1D D1C D1A C1C A1A АB1 B BC 16 20 
59 5 4 3 B1B B1D C1L D1D D1C A1A B BA 28 20 
60 3 4 4 D1C D1E C1A C1C B1B B1A B BD 16 18 
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Варіанти  61–90
Прямокутна плита ABCD вагою G має дві опори: сферичний шарнір і завісу

(підшипник). Плита підтримується в рівновазі в горизонтальному положенні не-
вагомим стержнем, який має на кінцях шарнірні з’єднання. Один кінець стержня
може бути в одній із точок А, В, С, D, О плити, а другий – в одній із точок А1, В1, С1,
А2, В2, С2 вертикальної стіни. В вертикальній площині на діагоналі АС плити діє
зосереджена сила F , яка складає з діагоналлю кут α (рис. 7.10).

Знайти опорні реакції і зусилля в стержні.
Варіанти розміщення опор, стержня і сили F  наведені в таблиці 7.3. Поча-

ток системи координат знаходиться в сферичному шарнірі.
АА1 = ВВ1 = СС1 = d1,     АА2 = ВВ2 = СС2 = d2,   СК = l.
Конструкція, яка побудована за данними варіанта 61, показана на ри-

сунку 7.11.

Рис. 7.11

Рис. 7.10
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Таблиця   7.3
Розміри 
плити 

Місцезнаходженн
я опор 

Зосереджена 
сила F 

 
G 

a b 
С
ф
ер
ич
ни

й 
ш
ар
ні
р 

Підшипник 

 
d1 

 
d2 F l αααα  

В
ар
іа
нт

 

м м 

то
чк

а 

то
чк

а 

В
іс
ь 

об
ер
та
нн

я С
те
рж

ен
ь 

м м кН м град. кН 

61 4 4 A B AB DB1 2 – 4 1,8 60 2 
62 3 2 B C BC DB1 3 – 5 1 70 4 
63 3 3 C A AB DC1 4 – 6 2 45 3 
64 4 2 A B AB OC2 – 3 8 3 30 5 
65 4 4 B A AB OB2 – 4 6 2 75 4 
66 5 2 B C BC DA2 – 3 8 3 60 3 
67 3 1,5 A C BC DB1 4 – 10 2 30 4 
68 2,5 2,5 A B AB DC1 3 – 12 0,9 75 6 
69 5 5 C B AB DB2 – 4 14 4 80 10 
70 6 1,5 C B BC DC2 – 5 10 3 60 8 
71 4 3 A B BA CB1 2 – 8 1,5 40 12 
72 4 4 B C CB AB2 – 3 10 2 45 11 
73 5 4 B C CB OA2 – 2 14 3 65 10 
74 4 5 B C CB OC2 – 3 16 2,5 30 12 
75 3 5 C A AB OB2 – 2 18 2 45 14 
76 3 4,5 C A AB OB1 2 – 20 1,5 50 16 
77 3,5 3 C A AB DB2 – 1,5 22 1 60 20 
78 4 2 B A AB CB1 1,5 – 24 1,5 75 22 
79 5 3 B A AB OA2 – 3 26 2,5 70 18 
80 5 2 B A AB OC1 2 – 25 2 30 20 
81 5 5 A B BC OA1 3 – 20 3 35 15 
82 4 3,5 A B AB OB2 – 2 16 1,5 40 14 
83 4 2,5 A B AB CB1 1,8 – 12 1,6 70 10 
84 3 2,5 B C CB DB2 – 1 10 1 85 8 
85 2 6 B C CB AB1 2 – 28 3 60 20 
86 2 5 B C CB AC2 – 3 30 2 65 15 
87 2 4 C A AB BC2 – 1,5 35 1,6 35 20 
88 1 2 C A AB BB1 1 – 10 0,5 30 5 
89 1,5 1,5 A B BC OB1 1,5 – 12 1 65 7 
90 4 6 B C CB OC1 2 – 18 2 60 9 
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Рис. 7.12

Варіанти 91–120
Елементи конструкції зображені на рис. 7.12, а необхідні для розрахунків

дані наведені в таблиці 7.4. Лінійні розміри задані в сантиметрах, а сили – в
кілоньютонах. За даними варіанта 91 побудована конструкція (рис. 7.13).

Аналогічно кожний студент за даними свого варіанта будує конструкцію і
визначає реакції опор конструкції і одну із невідомих сил (якщо така є). У всіх
варіантах вісь обертання вертикальна, а початок системи координат вибираєть-
ся в точці А.

Рис. 7.13
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Таблиця   7.4
Місцезнаходження елементів і дані про них  

Елемент Геометричні 
розміри 

2 3 4 
Елемент 5 Елемент 6 Елемент 7 Елемент 8 

а в с r5 5α  T5/
t5 

t5 6α  l6 F6 7α  l7 F7 8α  l8 8γ  F8 

 
 
 

см
 

см
 

см
 

Т
оч
ка

 

Т
оч
ка

 

Т
оч
ка

 
Т
оч
ка

 

см
 

гр
ад

. 

– К
н 

Т
оч
ка

 

cм
 

см
 

К
н 

Т
оч
ка

 

гр
ад

. 

см
 

К
н 

Т
оч
ка

 
гр
ад

. 

см
 

гр
ад

. 

К
н 

91 15 5 15 – – A B  16 30 0 8 – – – – C 45 20 10 – – – – – 

92 10 10 10 – – A B 18 35 0 10 – – – – D 60 25 12 – – – – – 

93 12 10 12 – – A – – – – – B 50 22 12 D 70 30 15 – – – – – 

94 8 12 15 – – A – – – – – – – – – L 80 35 16 C 30 20 45 10 

95 14 10 10 B A – D 22 40 1.5 12 L 30 28 ? – – – – – – – – – 

96 16 5 5 B A – C 20 25 0.8 14 – – – – – – – – E 20 25 120 ? 

97 12 12 10 B A – – – – – – E 120 30 ? – – – – D 45 18 150 12 

98 11 10 10 B A – K 18 30 1.2 ? L 90 20 35 – – – – C 45 22 60 16 

99 13 8 9 B A – L 20 20 1.4 40 K 135 25 ? – – – – C 60 25 150 10 

100 10 12 15 – – A – – – – – B 30 18 10 E 30 20 13 D 30 18 90 11 

101 20 10 20 – – A E 30 45 0 20 – – – – C 45 30 22 C 75 20 35 8 

102 25 15 20 – – A D 22 42 0 25 B 115 20 15 K 50 25 20 – – – – – 

103 26 14 20 – – A B 20 38 0 15 – – – – L 75 20 16 D 70 40 95 16 

104 22 18 12 – – A – – – – – C 120 25 22 D 10 20 13 B 90 30 100 14 

105 23 17 13 E A – B 30 35 0.9 ? – – – – – – – – D 20 25 150 12 

106 13 17 12 K A – C 18 43 1.2 4 B 150 23 ? – – – – E 0 16 105 10 

107 12 18 10 L A – – – – – – B 45 25 28 – – – – C 85 21 30 ? 

108 14 16 12 L A – K 16 48 0.6 14 C 40 21 ? – – – – B 90 12 120 18 

109 16 14 11 E A – D 18 36 0.7
5 ? L 130 19 10 – – – – C 45 16 75 15 

110 20 15 12 – – A L 20 45 0 12 K 140 25 14 C 50 22 10 – – – – – 

111 21 16 13 – – A – – – – – E 60 22 17 B 60 23 17 – – – – – 

112 22 18 14 – – A – – – – – K 160 23 18 B 72 24 19 D 60 17 20 21 

113 23 17 14 – – A C 23 35 0 13 – – – – L 30 25 14 K 90 18 130 16 

114 11 18 10 – – A D 14 32 0 10 – – – – B 90 15 12 E 0 19 120 10 

115 12 13 14 K А – B 12 30 1.4 ? E 48 16 11 C 70 16 13 – – – – – 

116 14 15 16 E А – – – – – – B 160 18 16 E 40 20 18 D 30 25 70 ? 

117 16 15 14 L А – B 18 35 0.8 28 – – – – K 65 30 19 C 20 20 40 ? 

118 13 12 14 – – А – – – – – C 145 20 15 L 35 25 11 D 60 22 115 20 

119 30 40 20 B А – – – – – – D 120 40 ? L 60 30 18 K 45 30 90 22 

120 20 30 15 – – А B 20 30 0.7 ? – – – – E 45 25 20 D 60 30 120 16 
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8. Запитання для самоперевірки
і до захисту розрахунково-графічної роботи
1. Яким чином аналітично визначається рівнодійна просторової системи

збіжних сил?
2. Які аналітичні умови рівноваги просторової системи збіжних сил?
3. Як напрямлений вектор-момент сили відносно точки в просторі?
4. Як напрямлений і чому дорівнює по модулю вектор-момент пари сил?
5. Які дві пари еквівалентні?
6. Чи можна пару сил переносити в паралельну площину?
7. Якщо дві пари сил діють в різних площинах, то чи можна їх дію замінити

однією парою?
8. Сформулюйте умови рівноваги системи пар сил, що діють на тверде тіло.
9. Чи зміниться вектор-момент сили відносно даної точки при перенесені точ-

ки прикладання сили по лінії її дії?
10.   Як визначається момент сили відносно осі і як вибирається знак цього

момента?
11. В яких випадках момент сили відносно осі дорівнює нулю?
12.  Яка залежність між вектором-моментом сили відносно даної точки і мо-

ментом тієї ж сили відносно осі, що проходить через цю точку?
13.  Що називається головним вектором довільної просторової системи сил?
14.  Яка різниця між рівнодійною і головним вектором?
15.  Що називається головним моментом довільної просторової системи сил?
16.  Чи залежить головний вектор довільної просторової системи сил від вибо-

ру центра зведення?
17.  Чи залежить головний момент довільної просторової системи сил від вибо-

ру центра зведення?
18.  В яких випадках довільна просторова система сил зводиться до однієї пари?
19.  В яких випадках довільна просторова система сил зводиться до рівнодій-

ної?
20.  В яких випадках довільна просторова система сил зводиться до динамічно-

го гвинта?
21.  Які умови рівноваги довільної просторової системи сил?
22.  Які умови рівноваги просторової системи паралельних сил?
23.  Що називається центром даної системи паралельних сил?
24.  За якою формулою визначається центр паралельних сил?
25.  За якими формулами визначається центр тяжіння, центр мас, центр

об’єму, центр площі плоскої фігури і центр тяжіння лінії?
26.  Які є способи знаходження координат центра тяжіння?
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МОДУЛЬ 3. КІНЕМАТИКА ТОЧКИ

1. Основнi вiдомостi з кiнематики точки

1.1. Предмет кiнематики
Кiнематикою називається роздiл механiки, в якому визнчається рух тiл

без врахування їх маси i дiючих на них сил.
Коли кажуть про рух тiла, то розуміють пiд цим змiну його положення з

бiгом часу по вiдношенню до якого-небудь другого тiла. Це означає, що при
вивченнi руху тiла ми завжди повиннi вказувати, вiдносно якого другого тiла
розглядається цей рух i на цьому другому тiлi потрiбно вибрати початок вiдлiку
(тобто вибрати систему координат). У кiнематицi рух вважається заданим, якщо
заданi як функцiї часу параметри, якi визначають положення тiла по вiдношенню
до вибраної системи вiдлiку.

При вивченi руху завжди встановлюється початок вiдлiку часу t = t0 = 0 .
Пiд промiжком часу ∆t (розумiють рiзницю мiж значеннями часу в який-

небудь момент t2  i момент t1 (∆t = t2 – t1).
Якщо розмiри тiла малi по вiдношенню до тих вiдстаней, якi воно проходить,

то це тiло називають точкою. Наприклад, планету Земля можна розглядати як
точку, якщо вивчати її рух навколо Сонця. Неперервну криву, яку описує точка
при своєму русi, називають траєкторiєю точки. Якщо траєкторiєю точки є пря-
ма лiнiя, то рух точки називають прямолiнiйним, якщо траєкторiєю є крива лiнiя,
то рух точки називають криволiнiйним.

Основна задача кiнематики полягає в тому, щоб, знаючи закон руху
даного тiла (точки), визначити всi кiнематичнi величини (траєкторiю,
швидкiсть, прискорення). Для розв’язання цiєї задачi необхiдно, щоб був
заданий закон руху даного тiла (точки). Iснує i обернена задача: по вiдомим
швидкостям i прискоренням знайти закон руху точки.

В модулі 3 ми будемо розглядати тiльки рух точки.

1.2. Способи визначення руху точки
Щоб описати рух точки, потрiбно для кожного моменту часу задати її поло-

ження по вiдношенню до вибраної системи вiдлiку. Для визначення криволiнiйного
руху точки можна використати один iз слiдуючих трьох способiв:

1) векторний, 2) координатний, 3) натуральний.
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1.2.1. Векторний спосiб визначення руху точки
Нехай точка М рухається в просторi по деякiй траєкторiї. Виберемо в просторi

довільну точку О (рис. 1.1). Положення точки М в довільний момент часу можна
визначити, якщо задати вектор r , проведений з точки О в точку М. Вектор r
називається радiусом-вектором точки М, а крива, яку
описує кінець вектора  називається годографом радіу-
са-вектора.

При русi точки М її радiус–вектор  неперервно
змiнюється (в загальному випадку i по модулю i по на-
пряму), тобто є функцiєю часу.

( )r r t= .  (1.1)
Рiвняння (1.1) називається векторним рiвнянням руху точки.

1.2.2. Координатний спосiб визначення руху точки

 а)  Декартова система координат
Нехай точка М рухається в просторi по

деякiй траєкторiї. Виберемо в просторi довіль-
ну точку О i приймемо її за початок декарто-
вої системи координат ОХУZ (рис. 1.2).

Положення точки М по вiдношенню до
даної системи вiдлiку ОХУZ можна визначи-
ти її декартовими координатами х, у, z. При
русi точки М її координати змiнюються з бiгом
часу, тобто є функцiями часу t:

x = f1 (t);
y = f2 (t); (1.2)
z = f3 (t).

Рiвняння (1.2) називаються рiвняннями руху точки в декартових
координатах.

Якщо пiд час руху точка М залишається в однiй площинi, то доцiльно систе-
му координат ОХУ розмiстити в цiй площинi. Тодi плоский рух точки визначаєть-
ся двома рiвняннями руху в прямокутних координатах:

Рис. 1.1

Рис. 1.2
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Рис. 1.3

( )
( )

1

2

;

.

x f t

y f t

=
= (1.3)

Якщо точка М здiйснює прямолiнiйний рух, то зручно прийняти пряму, по
якiй рухається точка, за одну iз координатних осей, наприклад, за вiсь х. Положен-
ня точки М на цiй осi визначається однiєю координатою ОМ = х:

 x = f1(t). (1.4)
Мiж координатним i векторним способами iснує зв’язок (див. рис. 1.2):

kzjyixr ++= , (1.5)
де r  – радiус-вектор точки М; x, у, z – координати точки М;  i , j , k  – одиничнi
орти, тобто вектори, якi чисельно дорiвнюють одиницi i напрямленi вiдповiдно
вздовж осей х, у, z.

Рiвняння (1.2), (1.3) одночасно представляють i рiвняння траєкторiї точки в
параметричнiй формi, де роль параметра вiдiграє час t. Щоб знайти рiвняння
траєкторiї точки в координатнiй формi, необхiдно з рiвнянь руху виключити час t.

Задача 1.1.
Точка М рухається так, що її координати х i у змiнюються слiдуючим чином

tx
2

1= ; 2

16

1
ty =  (х, у – в метрах).

Знайти траєкторiю точки М в координатнiй
формi та зв’язок мiж векторним i координатним
способами.

З рiвнянь руху виключимо час:

t = 2 x,   тоді 2

4

1
xy = .

Траєкторiєю руху точки М є парабола
(рис. 1.3). Використовуючи данi задачi 1.1. i фор-
мулу (1.5), знайдемо зв’язок мiж радiусом-векто-
ром i координатами точки М (рис. 1.3):

21 1

2 16
r t i t j= ⋅ + ⋅ .

По цьому рiвнянню можна для будь-якого моменту часу побудувати вектор
r  i знайти положення точки М.
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Задача 1.2.
Точка М рухається згiдно рiвнянням

5sin ; 3cos
2 2

x t y t
π π= =  (х, у – в метрах). Знайти рiвняння траєкторiї точки.

В цьому випадку виключити час t  iз рiвнянь руху можна слiдуючим чином:

2
2

2 22

2 22
2

2

sin ;sin ;
25 2 5 1.

5 3
cos . cos .

3 2 23

 ==   ⇒ + = 
 = =  

xx
tt

x y

y yt t

ππ

π π

Траєкторiєю руху точки М є елiпс, який
має пiвосi 5 м і 3 м (рис. 1.4). Знайдемо поло-
ження точки М на траєкторiї в початковий мо-
мент часу (t0 = 0). Пiдставимо цей час у
рiвняння руху точки. Маємо x0 = 0; y0 = 3;
M0 (0; 3).

В трьохмiрному просторi, крiм декарто-
вої системи координат, використовуються
цилiндричнi i сферичнi координати.

Якщо точка М рухається в однiй площинi, то, крiм декартової системи коор-
динат (1.3) можна використати й полярну систему координат.

В цьому посiбнику цилiндричнi й сферичнi координати не будуть розгляда-
тись.

б)  Полярна система координат (рис. 1.5)
Коли точка М весь час рухається в однiй

i тiй же площинi, то її положення можна виз-
начити полярними координатами r і ϕ , де r –
вiдстань вiд полюса О до точки М, ϕ  – кут,
який утворюється радiусом-вектором

OM точки М з горизонтальною прямою Ох-
вiссю полярних координат.

Пiд час руху точки М полярнi координа-
ти r  і ϕ  будуть змiнюватись. Закон руху точ-
ки в полярних координатах буде визначатись
рiвняннями:

Рис. 1.4

Рис. 1.5
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r = f1 (t),    ( )tf 2=ϕ . (1.6)
Мiж полярними координатами  r і ϕ  та декартовими координатами х i у

iснує зв’язок:
x = r cos ϕ ;     y = r sin ϕ . (1.7)

1.2.3. Натуральна форма рiвнянь руху
Цей спосiб можна використовувати тодi, коли наперед вiдома траєкторiя

руху точки.
Нехай траєкторiя руху точки М вiдома (це може бути дуга кола, параболи,

елiпса та iн.) (рис. 1.6).
Виберемо на цiй лiнiї довільну точку вiдлiку О. Положення точки М на

траєкторiї будемо визначати дуговою координатою (тобто довжиною дуги ОМ).
Знак дугової координати визначаємо
самостiйно. Нехай злiва вiд точки О дугова
координати буде вiд’ємна, праворуч вiд точ-
ки О – додатня. При русi точки М в поло-
ження М1, М2 дугова координата буде
змiнюватись, тобто буде залежати вiд часу.

Щоб знайти положення точки М на траєкторії в будь-який момент часу необхiдно
знати залежнiсть:

S = f (t). (1.8)
Рiвняння (1.8) i виражає закон руху точки М вздовж траєкторiї.
Примiтка 1. У рiвняннi (1.8) величина S визначає положення точки М на

дуговiй координатi, а не пройдений нею шлях. Наприклад, точка, рухаючись iз
точки вiдлiку О, попадає в положення М1 (рис. 1.6), а потiм перемiщуючись у
зворотному напрямi попадає в положення М, то в цей момент її дугова коорди-
ната = OMS , а пройдений шлях буде = MMOM 12 , тобто не дорiвнює S.

У випадку прямолiнiйного руху, якщо вiсь Ох няпрямити вздовж траєкторії
точки, будемо мати S = x i закон прямолiнiйного руху точки буде:

x = f (t). (1.9)
Примiтка 2. Традицiйно прийнято пройдений точкою шлях позначи-

ти буквою S. Вiд цього i ми не будемо вiдступати. А щоб вiдрiзнити дугову
координату точки i шлях, пройдений нею, то зробимо такi позначення: S –
дугова координата, s – шлях, пройдений точкою.

Рис. 1.6
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Вектором перемiщення l  нази-
вають вiдрiзок прямої, який прове-
дений з початкового положення в
кiнцеве положення переміщуваної
точки  (рис. 1.7).

При прямолiнiйному русi точ-
ки вектор перемiщення  являється
в iдр iзком  траєктор i ї ,  при
криволiнiйному русi – вiн замикає
розглядувану частину траєкторiї.

Для рiзних промiжкiв часу векто-
ри перемiщень 

1 2 3, ,l l l  мають рiзну
величину i напрям (рис. 1.8). Для нескiнчено малого промiжку часу вектор
перемiщення при криволiнiйному русi спiвпадає по напряму з напрямом дотич-
ної τ  до траєкторiї руху (мова йде про дотичну до траєкторiї), де в даний момент
часу знаходиться рухома точка М.

Задача 1.3.
Вертолiт пролетiв по прямiй 40 км, а потiм
повернув на кут 90° i пролетiв ще 30 км. Знай-
ти шлях i перемiщення вертолiта (рис. 1.9).

Пройдений шлях

( )1 2 40 30 70s s s км= + = + =
Переміщення

( )2 2 2 2
1 2 40 30 50l s s км= + = + =

Задача 1.4.
Точка М рухається по дузi кола радiусом 3 м iз точки А в
точку В, описавши при цьому дугу в 120°. Знайти пройде-
ний точкою М шлях s i модуль переміщення l   (рис. 1.10).

Шлях s, пройдений точкою М, є довжиною дуги АВ.
Відомо, що довжина дуги  s  зв’язана з центральним

s1 = 40 км
s2 = 30 км

s = ? l = ?

Рис. 1.9

Рис. 1.7

Рис. 1.8

R = 3 м
π°α = = 2120 рад

3

s = ?  l = ?
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кутом α  залежністю s = α R, де  α  – кут
дуги, виражений в радіанах.

( )2
3 2 6,28

3
s мπ π= ⋅ = = .

Модуль переміщення l  – це довжина
хорди АВ.

3
2 sin 2 3 5,19 ( )

2 2
l R мα= = ⋅ ⋅ = .

1.3. Знаходження швидкостi та прискорення точки при векторному
способi визначення її руху

1.3.1. Знаходження швидкостi точки
Нехай точка М рухається по деякiй траєкторiї. Скористаємось векторним

способом визначення руху точки М (див. пункт 1.2.1), тобто нам вiдомо
( )trr = .

Нехай рухома точка М в момент часу t   знахо-
дилась у положенні М, радiус-вектор якої r , а в
момент часу 1t  точка попала в положення М1,

радiус-вектор якої  1r   (рис. 1.11).

Тодi за промiжок часу ttt −=∆ 1  точка М от-

римала переміщення rrr −=∆ 1 . Візьмемо

вiдношення срV
t

r =
∆
∆

 і назвемо його середньою швидкiстю. Середня швидкість

характеризує змiну вектора перемiщення точки за деякий промiжок часу ∆t.

Вектор середньої швидкостi напрямлений по вектору r∆ . При криволiнiйному

русi точки вектор середньої швидкостi напрямлений по хордi ММ1 в сторону

руху точки, а при прямолiнiйному русі – вздовж самої траєкторії.

Якщо зменшувати промiжок часу ∆t, то точка М1 буде наближатись до
точки М, а хорда ММ1 прямує до положення дотичної в точцi М (див. рис. 1.8), а

Рис. 1.10

Рис. 1.11
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середня швидкiсть буде характеризувати швидкiсть точки в положеннi М. Така
швидкiсть називається миттєвою швидкiстю або швидкiстю точки в даний мо-
мент часу.

0 0
lim limср

t t

r dr
V V

t dt∆ → ∆ →

∆= = =
∆

.

dr
V r

dt
= = . (1.10)

Вектор швидкості точки в даний момент часу дорiвнює першiй похiднiй
по часу вiд радiуса-вектора точки.

Вектор швидкості напрямлений по дотичнiй до траєкторiї руху в сторо-
ну руху точки.

Позначення r  говорить про те, що похiдна береться тiльки по часу t.

1.3.2. Знаходження прискорення точки
Нехай в деякий момент часу t точка знаходиться в положеннi М i має

швидкiсть V , а в момент часу t1  знаходиться в положеннi М1 i має швидкiсть 1V
(рис. 1.12).

Тодi за проміжок часу ttt −=∆ 1  сталася
змiна швидкостi

1V V V∆ = − . (а)

Вiзьмемо вiдношення ср
V

a
t

∆ =
∆

i назвемо

його середнiм прискоренням. Середнє приско-
рення точки характеризує змiну вектора
швидкостi точки за деякий промiжок часу.

Побудуємо вектор V∆ . Для цього умовно перенесемо вектор швидкостi 
1V

в точку М. Із виразу (а) маємо VVV ∆+=1 . Вектор 1V  повинен бути дiагоналлю
паралелограма, а вектори V  i V∆  його сторонами.

Вектор середнього прискорення срa  напрямлений по вектору V∆ , а цей
вектор  завжди напрямлений в сторону увiгнутостi кривої лінії.

Вектор прискорення  в даний момент часу дорiвнює граничному значенню
середнього прискорення точки коли промiжок часу ∆t  наближається до нуля.

Рис. 1.12
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0 0
ср

t t

V dV
a lim a lim

t dt∆ → ∆ →

∆= = =
∆

. dV
a

dt
= . (1.11)

Прискорення руху точки дорiвнює першiй похiднiй по часу від вектора
швидкостi.

Якщо пiдставити вираз (1.10) в (1.1 1), то отримаємо ще одну формулу для
обчислення прискорення точки:

2

2

d r
a r

dt
= = . (1.12).

Прискорення точки дорiвнює другiй похiднiй по часу вiд радiуса-вектора
рухомої точки.

1.4. Швидкiсть та прискорення точки в прямокутнiй декартовiй
системi координат

1.4.1. Знаходження швидкостi точки
Нехай точка М рухається вiдносно деякої системи координат 0ХУZ згiдно

рiвнянь x = f1(t),  y = f2(t),  z = f3(t) (рис. 1.13).
Приймаючи за початок радiуса-вектора r  рухомої точки М початок даної

декартової системи координат, можна записати, згiдно (1.5),

r xi yj zk= + + . (а)

де одиничнi орти i , j , k  постiйнi як по модулю так i за напрямом.
Використаємо формулу (1.10). Пiдставимо вираз (а) в (1.10):

( )dr d
V xi yj zk

dt dt
= = + + .

Враховуючи те, що вектори i , j , k
незмiннi, то похiднi вiд них дорiвнюють

нулю, тому для швидкостi V  отримаємо

dx dy dz
V i j k

dt dt dt
= ⋅ + ⋅ + ⋅ .  (1.13)

Оскiльки швидкiсть  V  є вектор, то
його можна розкласти на три складовi век-
тори, якi паралельнi координатним осям: Рис. 1.13
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x y zV V i V j V k= + + . (1.14)
Порiвняючи (1.13) i (1.14),  маємо:

x
dt

dx
Vx == ,      y

dt

dy
Vy == ,      z

dt

dz
Vz == . (1.15)

Проекцiя швидкостi точки на яку-небудь координатну вiсь дорівнює
похiднiй по часу вiдповiдної координати точки.

Маючи проекцiю швидкостi точки на осi координат, можна знайти модуль i
напрям вектора швидкостi:

2 2 2
x y zV V V V= + + . (1.16)

cos , ; cos , ; cos , .yx z
VV V

V i V j V k
V V V

∧∧ ∧     
= = =    

     
. (1.17)

1.4.2. Знаходження   прискорення   точки

Пiдставимо вираз (а) для радiуса-вектора r  в (1.12). Маємо
2 2 2

2 2 2

d x d y d z
a i j k xi yj zk

dt dt dt
= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + + . (1.18)

З другого боку вектор прискорення a  можна розкласти на три складовi

kajaiaa zyx ++= , (1.19)

де xa , ya , za – проекцiї прискорення a  на координатні осi.

Порiвнюючи вирази (1.18) i (1.19), маємо
2 2 2

2 2 2
, , .x y z

d x d y d z
a x a y a z

dt dt dt
= = = = = = (1.20)

Маючи проекцiї прискорення точки на координатні осi, можна знайти мо-
дуль i напрям вектора прискорення:

2 2 2
x y za a a a= + + . (1.21)

cos , ; cos , ; cos , .yx z
aa a

a i a j a k
a a a

∧∧ ∧     = = =    
     

(1.22)
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Задача 1.5.
Снаряд рухається в вертикальнiй

площинi згiдно рiвнянням
x = 300t,     y =400t – 5t2 (х, у – в метрах,

t – в секундах).
Знайти: 1) траєкторiю руху; 2) швидкiсть

i прискорення снаряда в початковий момент
часу (t = 0); 3) висоту i дальнiсть обстрiлу.

Щоб знайти траєкторію руху снаряда,
потрiбно з рiвнянь руху виключити час t.

24
;

300 3 1800

x x
t y x= = ⋅ − .

Це рiвняння параболи (рис. 1.14).
Для знаходження швидкості снаряда використаємо формули (1.15) – (1.17):

300 ( / )x

dx
V м с

dt
= = ,        400 10 ( / )y

dy
V t м с

dt
= = − .

В початковий момент часу (t = 0) початкова швидкiсть буде:

Vox = 300 (м/c),       Voу = 400 (м/c),        ( )смVVV yx 5002
0

2
00 =+= .

Знайдемо напрям початкової швидкостi:

0
0 0

0

300
cos , 0,6; 53 .

500

∧ 
= = = = ° 

 
xV

V i
V

α

Для знаходження прискорення точки використаємо формули (1.20) – (1.22):

2 2

2 2
0, 10,= = = = = = −yx

x y

dVdVd x d y
a a

dt dtdt dt

( )2 2 210x ya a a м с= + = .

Прискорення снаряда не залежить вiд часу i напрямлене вертикально
вниз. Знайдемо висоту h  i дальнiсть  l  обстрiлу. Для цього необхiдно знати
час польоту. Звернемо увагу на те, що в точцi В, в найвищiй точцi траєкторiї
швидкiсть напрямлена горизонтально, тобто на вiсь ОY вона проектується
в точку. Тодi з виразу (а)

Рис. 1.14
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Vy = 400 – 10t1 = 0;        ( )1

400
40

10
t c= = .

Час польоту снаряда  t2 = 2t1 = 80 (c).
Пiдставимо час t1 i  t2 в рiвняння руху i отримаємо значення максимальної

висоти i дальностi польоту снаряда:

( )300 80 24000l м= ⋅ = ,       ( )2400 40 5 40 8000h м= ⋅ − ⋅ = .
Примiтка: Час польоту можна знайти й iншим способом. В рiвняннi руху

y = 400t – 5t2 значення  y = 0  можливе тiльки  у двох випадках:
1) на початку руху i 2) в кiнцi руху, коли снаряд впаде на землю.
400t – 5t2

 = 0,  t (400 – 5t) = 0,  t0 = 0,  t2 = 80 c.

1.5. Швидкiсть i прискорення точки при натуральному способi
визначення її руху

1.5.1. Знаходження швидкостi точки
При натуральному способi визначення руху точки нам вiдома траєкторiя

руху i рiвняння руху цiєї точки на траєкторiї (див. пункт 1.2.3).
S = S (t)

Крiм натурального способу введемо i векторний спосiб визначення руху
точки (рис. 1.15). При русi точки дугова координата S змiнюється, змінюється i
радiус-вектор r .

Можна сказати, що радiус-вектор r  є функцією дугової координати S, яка в
свою чергу є функцiєю часу t.

( )( )tSrr = . (1.23)
Для знаходження швидкостi точки використаємо формули (1.10) i (1.23):

d r dr dS
V

dt dS dt
= = ⋅ . (а)

Розглянемо чому дорiвнює вiдношення

dS

rd
. Нехай в момент часу t точка була в

положеннi М, радiус-вектор якої r , а за час
tt ∆+  точка попала в положення М1, радiус-

вектор якої ( )rr ∆+ . Рис. 1.15
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r∆  – перемiщення точки за час t∆ , S∆  – довжина дуги ММ1.

Тодi
          

0
lim 1
∆ →

∆= =
∆S

dr r

dS S

як границя вiдношення нескiнченно малої дуги до хорди, що її стягує. Вектор 
dS

rd

як границя 
S

r

∆
∆

 напрямлений по дотичнiй до траєкторії точки в сторону збiльшення

дугової координати S.

Одиничний орт 
dS

rd
  позначимо через τ .

dr

dS
τ = . (б)

Пiдкреслимо, що одиничний орт τ  напрямлений по дотичнiй до траєкторії
руху точки в додатньому напряму вiдлiку S.

Пiдставимо вираз (б) у вираз (а):

dS
V

dt
τ= . (1.24)

Введемо позначення
dS

V S
dt

= = . (1.25)

Тодi τVV = , (1.26)

де V – алгебраїчне значення швидкостi, а вектор τ  показує напрям вектора
швидкостi.

1.5.2. Натуральнi осi та натуральний тригранник
Нехай точка М рухається по вiдомiй траєкторії. Введемо систему координат

з початком в точцi М. Точка М рухається i разом з нею рухається система коорди-

нат. Осями координат являються одиничнi орти τ , n , в  (рис. 1.16).

За одиничний орт τ  ми мову вели в пунктi 1.5.1. Одиничний орт τ  напрям-
лений по дотичнiй до траєкторiї руху в сторону збiльшення дугової координати.

Одиничний орт n τ⊥  i напрямлений до центра кривини лінії (траєкторiї).
Орт n  називається головною нормаллю. Одиничний орт в  одночасно перпенди-
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Рис. 1.17

кулярний векторам n  i τ i називається бiнормаллю.
в nτ⊥ ⊥ .

Напрям вектора  в  можна визначити iз век-
торного добутку ↑ = ×в nτ .

Осi (дотична, головна нормаль i бiнормаль)
називаються натуральними. Цi осi утворюють на-
туральний тригранник. Площина 1, яка утворена го-
ловною нормаллю n  i бiнормаллю в , називається нормальною. Координатна
площина 2, яка проходить через дотичну τ  i головну нормаль n , називається
стичною, а площина 3, яка проходить через дотичну  i бiнормаль в , називається
спрямною.

Якщо траєкторiєю руху точки є плоска крива, то вона повнiстю лежить в
стичнiй площинi.

1.5.3. Кривина лiнiї
Одним iз критеріїв лінії (траєкторiї) є її кривина. Візьмемо на траєкторiї точ-

ки М i М1. В точці М траєкторії одиничний вектор дотичної τ , а в точцi М1 – 1τ
(рис. 1.17).

Умовно перенесемо вектор 1τ  в точку М. Кут  ∆ϕ  мiж одиничними ортами
τ  i  1τ двох сусiднiх точок М i М1 називається кутом сумiжностi. Позначимо
довжину дуги ММ1 через ∆s.

Вiзьмемо вiдношення  
S

ϕ∆
∆

. Це вiдношення називається середньою криви-

ною лiнiї на дiлянцi ММ1

серК
S

ϕ∆=
∆

.

Вiзьмемо границю цього вiдношення

0
lim
S

d
K

S dS

ϕ ϕ
∆ →

∆ = =
∆

.

d
K

dS

ϕ= . (1.27)

Рис. 1.16
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К – кривина лiнiї в данiй точцi М. Кривина лiнiї мiняється від точки до точки.
Величина  ρ , яка обернена кривинi, називається радiусом кривини траєкторiї

в данiй точцi М.
1 dS

К d
ρ

ϕ
= = . (1.28)

Точка С називається центром кривини траєкторії:  MC = ρ. τ⊥MC , тобто
вiдрiзок МС лежить на головнiй нормалi.

Для прямолiнiйної траєкторiї ∆ ϕ = 0, тому її кривина K = 0, а радіус кривини
дорiвнює нескiнченностi:

∞==
K

1ρ . (1.29)

Нехай траєкторiєю є дуга кола радiусом
R (рис. 1.18). Із рисунка 1.18 видно, що

ϕRddS = . Пiдставимо цей вираз в (1.27):

             
1 1

; .
d

K K
Rd R R

= = =ϕ
ϕ (1.29,а)

Кривина кола є величина, яка обернена
радiусу R i постiйна для всіх точок кола.

1.5.4. Знаходження  прискорення  точки.  Дотичне  i  нормальне  прискорення
Для знаходження прискорення точки при натуральному способi визначен-

ня її руху використаємо формули (1.11) i (1.26). Пiдкреслимо, що при русi точки
М мiняється з часом модуль швидкостi V  i її напрям, а напрям швидкостi харак-

теризується одиничним ортом τ , т. б  τ є функцiєю часу ( )t=τ τ .

( )dV d dV d
a V V

dt dt dt dt

ττ τ= = ⋅ = ⋅ + . (1.30)

З виразу (1.30) видно, що повне прискорення a  розкладається на два при-
скорення. Одне з них (перше) напрямлене по вектору τ , тобто по дотичнiй до
траєкторiї руху i називається дотичним прискоренням

dV
a

dtτ τ= ⋅ . (1.31)

Рис. 1.18
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Модуль дотичного прискорення
2

2

dV d S
a S

dt dtτ = = = . (1.32)

Модуль дотичного прискорення дорівнює похідній по часу від модуля
швидкостi.

Напрям другого прискорення поки невiдомий, бо невiдома суть виразу 
dt

dτ
.

Позначимо це прискорення через

n

d
a V

dt

τ= .  (1.33)

Вияснимо, що означає 
dt

dτ
. По-перше, це похiдна вiд одиничного орту по

часу, тобто це похiдна вiд вектора постiйного модуля по скалярному аргументу,
по-друге, цей вектор є функцiєю часу, тому що вiн міняє свій напрям.

Розглянемо очевидний скалярний добуток ( )=1τ τ⋅ .
Вiзьмемо похiдну як вiд добутку векторiв:

0; 2 0.⋅ + ⋅ = ⋅ =d d d

dt dt dt

τ τ ττ τ τ

Звiдси можна зробити висновок, що вектор 
dt

dτ
 перпендикулярний вектору

τ.Крiм цього, як видно з рис. 1.17, вектор 
dt

dτ
 лежить в стичнiй – площинi, а це

означає, що напрям цього вектора  спiвпадає з напрямом n  головної нормалi

траєкторії. Тому вектор 
dt

dτ
 можна записати в такому вигляді

d d
n

dt dt

τ τ= ⋅ . (1.34)

З рис. 1.17 видно, що ϕττ ∆⋅=∆ , де враховано, що при малих кутах

ϕϕ ∆=∆sin . Тодi ϕτ ∆=∆ ,  тому що 1=τ .

Роздiлимо на  t∆    
t t

τ ϕ∆ ∆=
∆ ∆ .
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Останнiй вираз домножимо i роздiлимо на ∆S:

,
S

t S t

τ ϕ∆ ∆ ∆= ⋅
∆ ∆ ∆

де 
∪

=∆ 1MMS .

Знайдемо границю:

0 0 0
lim lim lim

t S t

S

t S t

τ ϕ
∆ → ∆ → ∆ →

∆ ∆ ∆= ⋅
∆ ∆ ∆ .

d d
V

dt dS

τ ϕ= ⋅ . (1.35)

Пiдставимо вираз (1.35) у вираз (1.34):

d d
V n

dt dS

τ ϕ= ⋅ .  (1.36)

Використовуючи формули (1.27) i (1.28), маємо
d V

KVn n
dt

τ
ρ

= = ⋅ . (1.37)

Висновок: Похiдна по часу вiд одиничного вектора є вектор, напрямлений
перпендикулярно даному вектору, модуль якого знаходиться за формулою (1.37).

Пiдставимо вираз (1.37) у вираз (1.33). Маємо
2

n

V
a n

ρ
= ⋅ . (1.38)

Прискорення na  називається нормальним прискоренням. Воно напрям-
лене по головнiй нормалi до центра кривини траєкторії. Модуль нормаль-
ного прискорення

2

n

V
a

ρ
= . (1.39)

Повне прискорення (рис. 1.19)

na a aτ= + . (1.40)
Модуль повного прискорення знаходиться за формулою:

2 2
na a aτ= + . (1.41)

Вiдхилення  вектора повного прискорення a  вiд головної нормалi n  харак-
теризується кутом α :
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n

a
tg

a
τα = . (1.42)

Дотичне прискорення τa  характеризує змiну швидкостi точки по величинi,
а нормальне прискорення na  – по напряму.

Таким чином, якщо рух точки заданий натуральним способом, то, знаючи
траєкторiю (а це означає, що i радiус кривини ρ  в
довільній точцi) i закон руху (1.8) точки вздовж цієї
траєкторії, ми за формулами (1.24), (1.31), (1.32), (1.38)
– (1.42) можемо визначити модуль i напрям
векторiв швидкостi та прискорення точки в будь-
який момент часу.

Якщо рух точки заданий в декартовiй системi
координат, то i при цьому способi можна визначити
дотичне прискорення, використовуючи формули
(1.16) i (1.32):

( )2 2 2

2 2 2

2

,
2

 
+ + 

 = = + + =
+ +

yx z
x y z

x y z

x y z

dVdV dV
V V V

dt dt dtdV d
a V V V

dt dt V V V
τ

x x y y z zV a V a V a
a

Vτ

+ +
= . (1.43)

Задача 1.6.
Точка рухається по колу радiусом 2 м згiдно рiвняння

( )мtS 22π= . Знайти положення точки на колi, величину i
напрям швидкостi та прискорення точки в момент часу

1

1

2
t c=  (рис. 1.20).

В момент часу ct
2

1
1 =  дугова координата

Рис. 1.19

R = 2 м

S = 2π 2 (м)

ct
2

1
1 =

α = ?    V1 = ?

ατ = ?  αn = ?

α1 = ?
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( )мS
22

1
2

2 ππ =




= . Кут α, що вiдповiдає цiй дузi, буде ( )рад

R

S

4

πα == ;  α = 45°.

Швидкiсть, згiдно формули (1.25), буде 4 ( / ).
dS

V t м с
dt

π= =

При ct
2

1
1 = ,          ( )смV 28,621 == π .

Швидкiсть напрямлена по дотичнiй до кола, тобто перпендикулярна радiусу
в точцi М1.

Числове значення дотичного прискорення, згiдно формули (1.32), буде

2(4 ) 4 12,56 ( )
dV d мa t сdt dtτ π π= = = =  і по

напряму спiвпадає з вектором швидкостi. В
даному випадку дотичне прискорення вiд
часу не залежить, т. б. точка рухається по
колу з постiйним дотичним прискоренням.
Нормальне прискорення, згiдно (1.39),

R

V
an

2

=  i при 1

1

2
t c=

( )
2

26,28
19,74

2na м с= = .
Нормальне прискорення визначаэться

за формулою i напрямлене до центра кола. Повне прискорення изначаэться за
формулою (1.41):

( )2 2 2 2 212,56 19,74 23,40na a a м сτ= + = + = .

Задача 1.7.

Точка рухається по вiдрiзку прямої за законом ( )31

2
S t м= .

Знайти положення точки, величину швидкостi i повного при-
скорення через 2 с пiсля початку її руху (рис. 1.21).

При  t1 = 2 c, S1 = 4 м.

Швидкiсть   25,1 t
dt

dS
V == . При  t1 =  2 c, V1 =  6 м/c .

Рис. 1.20

( )мtS 3

2

1=

t1 =  2 c

S1 = ?   V1 = ?

a1 = ?
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Дотичне прискорення 3
dV

a t
dtτ = = .

На вiдмiну від попередньої задачi, в дано-
му випадку дотичне прискорення не постiйне,
а збiльшується з часом.

При             t1 = 2с aτ = 6 (м/с2).

Нормальне прискорення 
ρ

2V
an = ,  де ρ  – радіус кривини прямої лiнiї. Пря-

му лiнiю можна вважати окремим випадком кривої лiнiї з нескiнченно великим
радiусом ∞=ρ . Тодi

 0
2

=
∞

= V
an .

Таким чином, повне прискорення точки буде дорівнювати дотичному при-
скоренню:  a1 = aτ .

1.6. Закон рiвномiрного i рiвноприскореного (рiвносповiльненого)
руху точки по траєкторії

1.6.1. Закон  рiвномiрного  руху  точки  по  траєкторiї
Рiвномiрним рухом називається такий рух, при якому точка за довільні

рiвнi промiжки часу проходить рiвнi вiдстанi. При цьому русi модуль швидкостi
точки є величина постiйна.  V = const.

Скористаємось формулою (1.25):  const
dt

dS
V == .

Звiдси dS = Vdt. Проiнтегрувавши це рiвняння, маємо:

S = Vt. (1.44)

Вираз (1.44) характеризує закон рiвномiрного руху точки по траєкторiї, не-
залежно вiд того, рухається ця точка по прямiй лiнiї (рис. 1.22,а), чи по кривiй
(рис. 1.22,б).

Графiк швидкостi рiвномiрного руху точки показаний на рис. 1.23, а закон
рiвномiрного руху – на рис. 1.24.

Рис. 1.21
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Слiд зауважити, що площа, яка утворена на графiку в координатах V, t  (рис.
1.23), дорiвнює Vt, тобто спiвпадає з формулою (1.44).

1.6.2. Закон  рiвноприскореного (рiвносповiльненого) руху точки по траєкторії
Рiвноприскореним (рiвносповiльненим) рухом точки називається такий

її рух, при якому за рiвнi промiжки часу алгебраїчне значення швидкостi точки
змiнюється на одну й ту ж величину, тобто дотичне прискорення aτ = const.

Скористаємось формулою (1.32):      
dt

dV
a =τ .       Звідси dtadV τ= .

Інтегруємо це рiвняння: ∫ ∫= dtadV τ ; 1CtaV += τ ,
де С1 – постiйна iнтегрування. Постiйна С знаходиться в механіці iз початкових
умов. Нехай в початковий момент часу t = 0 швидкість дорiвнює початковiй
швидкостi V0: V = V0.

Пiдставимо початковi умови в рiвняння для швидкостi:
V0 = 0 + С1. Звiдси С1 =V0. Тому остаточно маємо

taVV τ+= 0 . (1.45)
Формула (1.45) справедлива як для криволiнiйного руху точки, так i для

прямолiнiйного. При прямолiнiйному русi точки дотичне прискорення τa

дорiвнює повному прискоренню a, тому що нормальне прискорення 0=na .
(див. задачу 1.7). Тому при вивченнi прямолiнiйного руху замiсть прискорення aτ

можна писати повне прискорення a.
В формулу (1.45) пiдставимо вираз (1.25):

taV
dt

dS
τ+= 0 . Тодi tdtadtVdS τ+= 0 .

Проiнтегруємо це рiвняння:

∫ ∫ ∫+= tdtadtVdS τ0 . Маємо: 2

2

0 2
C

t
atVS ++= τ .

Рис. 1.23 Рис. 1.24Рис. 1.22



175

Постiйну iнтегрування С2 знайдемо iз початкових умов: t = 0,  S = 0.
Тодi 0 = 0 + 0 + C2.            Маємо             C2 = 0.
Остаточно

2

0 2

a t
S V t τ= + . (1.46)

Вираз (1.46) є законом рiвнозмiнного руху точки по траєкторії. У випадку,
коли точка рухається по прямiй лінії, то замiсть дотичного прискорення aτ  мож-
на писати повне прискорення a.

На рис. 1.25 показаний графiк швидкостi, а на рис. 1.26 – закон рiвноприско-
реного руху.

Знайдемо площу заштрихованої фiгури на рис.1.25.

( ) ( )0 2
0 0 0

1 1

2 2

V V
S V t V V t V t t

t

−
= + − = + .

2

0 2

a t
S V t τ= + .

де ( )0V V
a

t τ

−
=  – є прискорення точки (див. формулу 1.45).

Як бачимо, значення площi спiвпадає з виразом (1.46).
Якщо дотичне прискорення 0>τa , то рух точки прискорений, якщо 0<τa ,

то рух сповiльнений.
При розв’язуваннi задач кiнематики часто зручно користуватись слiдуючою

формулою:
2 2

0 2V V a Sτ= + . (1.47)
Читачу надаємо можливiсть самим вивести цю залежнiсть, використовую-

чи формули (1.45) i (1.46).

Рис. 1.25 Рис. 1.26
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Задача 1.8.
Лижник спускається з гори довжи-
ною 100 м. Скiльки часу займе
спуск, якщо прискорення 0,5 м/с2, а
початкова швидкiсть 10 м/с? Яка
швидкiсть в кiнцi спуску? (рис. 1.27).

Рух лижника рiвноприскорений:  aSVV 22
0

2 += .

2
0 2 .= +V V aS              10 2 14,15 .= =V м с

Знайдемо час лижника:

V = V0 + at;           0V V
t

a

−
= ;             t = 8,3 c.

Задача 1.9.
Якi з приведених рiвнянь описують рiвномiрний рух, рiвнозмiнний рух?
1) V = 4 – 2 t (м/c);    2) S = 8 + 3t (м);   3) S = 14t2(м).

Рiвномiрний рух тодi, коли швидкiсть constV = , рiвнозмiнний – коли до-

тичне прискорення consta =τ .

У виразi (1) швидкiсть залежить вiд часу. Це означає, що рiвняння (1) не

описує рiвномiрний рух. Використаємо формулу (1.32): ( )22 см
dt

dV
a −==τ . В

даному випадку дотичне прискорення не залежить вiд часу, а це означає, що

рiвняння (1) описує рiвносповiльнений рух.

Розглянемо рiвняння (2). Використаємо формулу (1.25): ( )см
dt

dS
V 3== .

Швидкiсть constV = . Рiвняння (2) описує рiвномiрний рух.

Розглянемо рiвняння (3). Знайдемо швидкiсть t
dt

dS
V 28== . Видно, що

швидкiсть не постiйна, залежить вiд часу. Знайдемо прискорення

( )228
dV

a м с
dtτ = = . Прискорення consta =τ . Рiвняння (3) характеризує

рiвноприскорений рух.

S = 100м
V0 = 10 (м/с)
a = 0,5 м/с2

V = ?
t = ?Рис. 1.27
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Задача 1.10.
Знаючи рiвняння швидкостi рухомої точки  V = 6  + 3t (м/c), знайти закон

(рiвняння) її руху.

Вiдомо, що 
dt

dS
V =  (див. 1.25),  тодi  t

dt

dS
36 += ,     tdtdtdS 36 += .

Проiнтегруємо: ∫ ∫ ∫+= tdtdtdS 36 .    1

2

2

3
6 C

t
tS ++= .

С1 знайдемо із початкових умов: t = 0, S = 0.    Tоді 0 = 0 + 0 + C1, С1 = 0.
Остаточно              25,16 ttS += .

1.7. Знаходження швидкостi та прискорення точки при полярному
способi визначення її руху

1.7.1. Знаходження  швидкостi  точки
В полярнiй системi координат вiдомi полярнi координати r  i ϕ  (див. пункт

1.2.2,б).
( )tfr 1= ,     ( )tf 2=ϕ .

Введемо радiус-вектор 0rrr ⋅= , де 0r  –

одиничний орт, а r = OM (рис. 1.28). При русi

точки М одиничний орт 0r  мiняє свiй напрям,

т.б. є функцiєю часу. Для знаходження швидкостi

використаємо формулу (1.10).

( ) 0
0 0

drdr d dr
V r r r r

dt dt dt dt
= = ⋅ = ⋅ + . (а)

Чому дорівнює 0 ?
dr

dt
=  Звернемось до ормули (1.36), в якiй τ  також оди-

ничний орт.

Тоді        0 0 0
0 .= ⋅ = ⋅ ⋅ =dr d d dS d

V P P P
dt dS dS dt dt

ϕ ϕ ϕ

Рис. 1.28
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0
0

dr d
P

dt dt
= ⋅ϕ

, (1.48)

де 0P  – одиничний орт, який перпендикулярний орту 0r :

0P r⊥ . (1.49)
Підставимо (1.48) в (а)

0 0= ⋅ + ⋅dr d
V r r P

dt dt

ϕ
. (1.50)

Із формули (1.50) видно, що швидкість точки розкладається на дві взаємно

перпендикулярні складові rV  і PV

Pr VVV += . (1.51)

 де 0rdt

dr
Vr = ,           0P .= ⋅d

V r P
dt

ϕ
(1.52)

rV  – називається радіальною швидкістю. Вона характеризує зміну радіу-

са-вектора r  по модулю. PV  – називається поперечною швидкістю (або транс-
версальною). Вона характеризує зміну швидкості по напряму.

Модуль швидкості 22
Pr VVV += . (1.53)

Напрям швидкості знайдемо по формулам:

( )
V

V
rV r=0,cos ; ( )

V

V
PV P=0,cos . (1.54)

1.7.2. Знаходження  прискорення  точки
Використаємо формули (1.11), (1.50) і (1.48)

0 0

0 0 0 0

0 0

2
0

2

2
0

2

2- .

= = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +

+ + ⋅ = + + +

+

dV d r dr dr dr d
a r P

dt dt dt dt dt dt

d d dP
r P r rr r P r P

dt dt dt

r P r r

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
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( ) ( )2
0 0- 2= + +a r r r r r Pϕ ϕ ϕ .

або ,= +r Pa a a (1.55)

де ( )2 .= − +a r r rϕ (1.56)

( ) 0p 2 .= − +a r r Pϕ ϕ (1.57)
Прискорення ra , називається радіаль-

ним прискоренням, а Pa  – трансверсальним
(рис. 1.29).

Прискорення pr aa ⊥ , тому модуль по-
вного прискорення

22
Pr aaa += . (1.58)

Напрям повного прискорення знаходить-
ся за формулами:

( ) ( )00 cos ,cos , ; == Pr aa
a pa r

aa
. (1.59)

Задача 1.11.

Рух точки в полярних координатах задано рiвняннями
r = 4 cos 2t, ϕ = 2t, де r – в метрах, а ϕ – в радiанах.
Знайти рiвняння траєкторії, швидкiсть i прискорення точки для моменту

часу 00 =t , ct
81

π= .

Траєкторiю руху знайдемо, якщо з рiвнянь руху виключимо параметр часу t.
Маємо r = 4 cos ϕ.
Траєкторiєю руху є коло радiуса 2 м з центром С на полярнiй осi, причому

це коло проходить через полюс О (рис. 1.30).
Знайдемо положення точки М на траєкторії в момент часу t0 = 0  і ct

81

π=

При  t0 = 0,  r = 4 м, ϕ =0. Точка М0.

При π=1 ,
8

t c    мr 22= ,   πϕ = = °45 .
4

 Точка М1.

По формулам (1.52) – (1.54) знайдемо величину i напрям швидкостi точки М.

Рис. 1.29
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Рис. 1.30

t
dt

dr
Vr 2sin8−== .    t

dt

d
rVP 2cos8== ϕ

.

( )смVVV Pr 822 =+=
З останнього виразу видно, що модуль швидкостi точки М не залежить вiд

часу, тобто точка М рухається по колу рiвномірно (V = const).
Вiдомо, що швидкiсть точки напрямлена по дотичнiй до траєкторiї руху, т. б.

вектор швидкостi в точцi М0 перпендикулярний радiусу СМ0, а в точцi М1 перпен-
дикулярний СМ1. Перевiримо це за допомогою напрямних косинусiв (див. 1.54).

При t = 0  ( ) 0,cos 0 ==
V

V
rV r ; ( ) 1,cos 0 ==

V

V
PV P ,

тобто швидкiсть 00 rV ⊥  i напрямлена вертикально вверх.

При    ct
81

π=      24−=rV ,      24=PV ,

( )
2

2
,cos 0 −==

V

V
rV r ;      ( )

2

2
,cos 0 ==

V

V
PV P .

Знайдемо прискорення точки М за допомогою формул (1.56) – (1.59)

tttrrar 2cos322cos162cos162 −=−−=−= ϕ .

trraP 2sin322 −=+= ϕϕ .

( )= + =2 2 2
r P 32 м сa a a .

( )
a

a
ra r=0,cos ;   ( )

a

a
Pa P=0,cos .

При  t0 = 0,  ar = –32,  aP = 0,

( ) 1,cos 0 −=ra ; ( ) 0,cos 0 =Pa .

При  
π=1 8

,t c  216−=ra , 216−=Pa ,

( )
2

2
,cos 0 −=ra ,     ( )0

2
cos ;

2
,p =a

Вектори швидкостi i прискорення показанi на рис. 1.30. Треба зазначити, що
вектор прискорення напрямлений по радiусу до центра кола. Це визвано тим, що
точка рухається з постiйною швидкiстю i дотичне прискорення дорiвнює нулю.
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2. Збiрник задач з кiнематики та методика їх розв’язування

2.1. Прямолiнiйний  рух  точки.

Задача 2.1.
Тiло, рухаючись з початковою швидкiстю 1 м/с, пройшовши деяку
вiдстань, набуло швидкостi 7 м/с. Яка була швидкість тiла на половинi
цiєї вiдстанi? (рис. 2.1).

На ділянці АС:

1
2

0
2

1 2aSVV =− . (а)
На ділянці АВ:

2
2

0
2

2 2aSVV =− . (б)
Розділимо почленно вирази (а) і (б)

2 2
1 0 1
2 2

2 0 2

1

2

V V S

V V S

−
= =

− .

Тоді  2 2 2 2
1 0 2 02( )V V V V− = − .   Звідси 

2

2
2

2
0

1

VV
V

+
= , V1 = 5 м/с.

Задача 2.2.
За 10 с тiло пройшло вiдстань 18 м, при цьому його швидкiсть
збiльшилась в 5 разiв. Вважаючи рух рiвноприскореним, знайти
прискорення тiла (рис. 2.2). V0  – початкова швидкість V1  – кінцева
швидкість

atVV += 01 (а)

2

2

0

at
tVS += (б)

З виразу (а) 5V0 = V0 + at,    
40

at
V = .

Підставимо 0V  у вираз (б)    
2 2 23

2 4 4

at at at
S = + = .

Звідси 2
4S

a ;
3t

=      224,0 смa = .

V0 = 1 м/c
V2 = 7 м/c

1 2
1

2S S=

V1 = ?

t = 10 c
S = 18 м
V1 = 5V0

a = ?

Рис. 2.1

Рис. 2.2
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Задача 2.3.
З яким прискоренням рухається тiло,
якщо за шосту секунду руху воно
пройшло 33 м. Початкова швидкiсть
дорiвнює нулю (рис. 2.3).

S1 = S6 – S5,        
2

2

6

at
S = , ( )

2

1 2

5

−= ta
S .

Тоді

( )[ ]22
1 1

2
−−= tt

a
S .     S1 = a(t – 0,5).      

5,0
1

−
=

t

S
a .      a = 6 м/с2.

Задача 2.4.
По прямому шосе з швидкiстю 16 м/с рухається автобус. На вiдстанi
60 м вiд шосе та 400 м від автобуса знаходиться чоловiк. В якому
напрямi вiн повинен бiгти, щоб вийти в якiй-небудь точцi шосе
одночасно з автобусом або ранiше його? Чоловiк може бiгти з
швидкiстю 4 м/с.

Автобус знаходиться в точцi А, а
чоловiк – в точцi В (рис. 2.4).

AB = S = 400 м,            BK = l = 60м.
Нехай точка С – точка зустрiчi

чоловiка з автобусом. Кут α  характеризує
напрям лiнії ВС, по якiй повинен бiгти
чоловiк.

AC = V1t1 (а),          BC  = V2t2 (б).
де t1  і  t2 – вiдповiдно час руху автобуса i
чоловiка.

Потрiбно, щоб чоловiк прибiг ранiше
до точки зустрiчi з автобусом, або, в крайньому випадку, одночасно, т. б. 12 tt ≤

Роздiлимо почлено (а) на (б). 
22

11

tV

tV

BC

AC = .   (в)

З   ∆ABC  по теоремi синусiв βα sinsin

BCAC = ,    т. б.    β
α

sin

sin=
BC

AC
.

Пiдставимо останнiй вираз у вираз (в)

V0 = 0
t1 = 1 c
t = 6 c
S = 33 м
a = ?

V1 = 16 м/c
l = 60 м
S = 400 м
V = 4 м/c

a = ?

Рис. 2.3

Рис. 2.4
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Рис. 2.5

22

11

sin

sin

tV

tV
=

β
α ,      βα sinsin

22

11

tV

tV
= .       З ABK∆  

S

l=βsin .

Тодi        
S

l

tV

tV
⋅=

22

11sinα .

Якщо  t1 = t2, то   
SV

lV

2

1sin =α ,      sin α = 0,6.

Значенню sin α = 0,6 задовольняє два значення кута:    α1 = 36°45́
 і       α1 = 143°15́.
Куту α1  вiдповiдає точка D, куту α2 –  точка С.
Висновок: Чоловiк одночасно з автобусом може попасти в точки D i С. В

будь-яку iз точок шосе, що знаходиться мiж точками D i С, чоловiк прибiжить
ранiше автобуса.

Задача 2.5.
Два автомобiля рухаються назустрiч один одному
з пунктiв А i В, вiдстань мiж якими 300 м. Перший
автомобiль, що рухається з пункта А, піднімається
в гору рiвносповiльнено з початковою швидкістю
72 км/год і прискоренням 2 м/с2, другий – спус-
кається з гори з пункта В рiвноприскорено з почат-

ковою швидкістю 36 км/год i прискоренням 2 м/с2. Знайти час руху i вiдстань, що
пройшов перший автомобiль до зустрiчi з другим?

Так як рух автомобiлiв
прямолiнiйний, то виберемо
тiльки одну вiсь Х з початком
в точцi А з напрямом в сто-
рону руху першого
автомобiля. Точка С – точка
зустрiчi автомобiлiв.

xс  – координата точки С.
Координата x1 характе-

ризує рух першого
автомобiля за час t, а коорди-
ната x2 – другого автомобiля за той же час (рис. 2.5).

Рiвняння руху автомобiлiв мають вигляд:

= 1 ,
2a tx x V t1 01 01+ –

2
   

2
1

1 02 02 2

a t
x x V t= − − ,     де     x01 = 0, x02 = S = 300 м;

S = 300 м.
V01 = 72 км/год. = 20 м/с
V02 = 36 км/год. = 10 м/с
a1 = a2 = 2 м/c2

xс  = ?
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Рис.   2.6

В рiвняннях руху появився знак “–” внаслiдок того, що швидкість V02 і при-
скорення a1 i a2 напрямленi в протилежну сторону осi Х.

В момент зустрiчi автомобiлiв x1 = x2 = xc, а час руху t1. Тодi

22

2
12

102

2
11

101

ta
tVS

ta
tV −−=− .

Звідки    
0201

1 VV

S
t

+
= ;    t1 = 10 с.

Вiдстань xc,   яка пройдена першим автомобiлем до зустрiчi, буде:

2

2
11

101

ta
tVxc −= ; xc = 100 м.

Задача 2.6.
Хлопчик з’їхав на санках з гори довжиною 40 м за 10 с, а
потiм проїхав по горизонтальнiй дiлянцi шляху ще 20 м
до зупинки. Знайти швидкiсть в кiнцi гори, прискорен-
ня на кожнiй з дiлянок i час руху на горизонтальнiй
дiлянцi шляху.

Розглянемо рух санок на дiлянцi АВ (рис. 2.6).

2

2
11

11

ta
tVS A += , 0=AV .

Тоді    
2
1

1
1

2

t

S
a = ; 2

1 8,0 смa = .

Знайдемо швидкiсть в точцi В:

11taVV AB += ,   смVB 8= .

Розглянемо рух санок на дiлянцi ВС (рис. 2.6).
В точцi С санки зупинились. Швидкiсть VC = 0.

22
22 2 SaVV BC += .

Маємо:      
2

2

2 2S

V
a B−= ;       2

2 6,1 смa −= .

Знак “–” говорить про те, що рух санок на дiлянцi ВС уповiльнений.
Знайдемо час t2 руху на дiлянцi ВС:

VA = 0;      S = 40 м
t1 = 10c;   S2 = 20 м
а1 = ?    VB = ?
а2 = ?    t2 = ?
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22taVV BC += ,       VC = 0.       
2

2 a

V
t B−= ;    t2 = 5 c.

Задача 2.7.

Машина половину часу рухається з швидкiстю 12 м/с, а другу по-
ловину часу – з швидкiстю 16 м/с. Знайти середню швидкiсть руху
машини за весь промiжок часу (рис. 2.7).

Середня швидкiсть  знаходиться за формулою

t

S
Vcр = ,  (2.1)

де S – весь пройдений шлях, t – час руху на всьому шляху.

21 SSS += ,      111 tVS = ,       222 tVS = ,       2211 tVtVS += .

Але       21 tt = , тоді       ( )1 2 1S V V t= + ,  а   12tt = .

Маємо 
2

21 VV
Vcp

+
= ; смVcp 14= .

Примiтка: Ми отримали, що середнє значення швидкостi дорiвнює серед-
ньому арифметичному значенню вiдомих швидкостей. Але це справедливо не
для всiх випадкiв руху. Це наочно показано в задачах 2.8 i 2.9.

Задача 2.8.

Машина першу половину шляху
їхала з швидкiстю 12 м/с, а другу по-
ловину шляху з швидкiстю 16 м/с.
Знайти середню швидкiсть руху на
всьому шляху (рис. 2.7)

t1 = t2
V1 = 12 м/c
V2 = 16 м/c

Vcp = ?

Рис. 2.7







+=

21
1

11

VV
St

21

212

VV

VV
Vcp +

=

Vcp = 13,7 м/c

S1 = S2

V1 = 12 м/c
V2 = 16 м/c
Vср = ?

t

S
Vcp =

S = S1 + S2 = 2S1

t = t1 + t2

1

1
1 V

S
t =

2

2
2 V

S
t =



186

Як бачимо, значення середньої швидкостi в задачах 2.7 i 2.8 не спiвпадають.
Тому, для знаходження середньої швидкостi необхiдно користуватись форму-
лою (2.1).

В задачах 2.7 i 2.8 на кожнiй з дiлянок шляху тiло рухалось рiвномiрно, але
з рiзними швидкостями. Як бути, якщо рух тіла рiвнозмiнний?

Використаємо формулу (1.46):

2

2

0

ta
tVS τ+= .

Для знаходження середньої швидкості використаємо формулу (2.1)

Маємо:     
20

ta
VVcp

τ+= . (2.2)

У випадку, коли початкова швидкість дорівнює нулю ( )00 =V , то

2

ta
Vcp

τ= . (2.3)

Задача 2.9.
Лiтак для пiдйому повинен набрати швидкiсть
270 км/год., пробiгши полосу довжиною 1 км. Скiльки
часу тривав розбiг? Яке прискорення мав лiтак i яка
була середня швидкiсть руху? Рух вважати
рiвноприскореним.

Середню швидкість можна знайти і за формулою (2.1):

 ( )см
t

S
Vcp 5,37

7,26

1000 === .

2.2. Криволiнiйний рух точки
На рис. 2.8 показано рух тiла, кинутого з землi з початковою швидкiстю V0

під кутом α до горизонту. Необхiдно знайти дальнiсть польоту l, висоту пiдняття
h. Практично – це потрiбно розв’язати обернену задачу кiнематики (див. пункт
1.1). Перша задача динамiки розв’язана в задачi 1.5.

V = 270 км/год. = 75 м/с
S = 1000 м;
a = const
a = ? t  = ? Vcp = ?

2 2
0 2V V aS= +

V0 = 0,  V 2 = 2aS.
a = 2,81 м/с2

V = V0 + at ,  V0 = 0

V
t

a
=    t = 26,7 c

2

at
Vcp = ;

Vcp = 37,5 м/c.
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Використаємо координат-
ний спосiб визначення руху точ-
ки. Початок декартової системи
координат ХОY виберемо в по-
чатку руху тiла. Розкладемо рух
тiла на два незалежних рухи:

1) горизонтальний рух
вздовж осi ОХ i

 2) вертикальний рух з при-
скоренням вiльного падiння g.

Результуючий рух тiла, як показує досвiд, буде криволiнiйним. Горизонталь-
ний рух є рiвномiрним, тобто тiло рухається з постiйною швидкiстю вздовж осi
ОХ. Розкладемо початкову швидкiсть на двi складовi    V0x  і  V0y:

0 0 0 0cos , sinx yV V V Vα α= = (2.4)

Тодi дальнiсть польоту TVl x0= , (2.5)
де Т –  час польоту тiла i нам поки що невiдомий.

Вiд точки О до точки В  (найвищої точки над землею) тiло рухається

рiвносповiльнено з прискоренаям g . В точцi В швидкiсть BV  напрямлена гори-

зонтально, а це означає, що проекцiя її на вiсь ОУ дорiвнює нулю, т. б. 0=ByV .

Використаємо формулу (1.45):       10 gtVV yBy −= .

Звідси    
g

V
t

y0
1 = , або, з урахуванням (2.4),

g

V
t

αsin0
1 = , (2.6)

де 1t – час пiдйому тiла до найвищої точки В.
Враховуючи, що час пiдйому тiла i час падiння однаковi, то час польоту

g

V
tT

αsin2
2 0

1 == . (2.7)

Рис. 2.8
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V0 = 8 м/с
α = 60°
g = 9,8 м/c2

t1 = 1c

V  = ?

Для знаходження висоти пiдйому h  використаємо формулу (1.47):

ghVV yBy 22
0

2 −= .

Звідси:  
g

V
h

y

2

2
0= , або, з урахуванням (2.4),

g

V
h y

2

sin 22
0 α

= . (2.8)

Для знаходження дальностi польоту у вираз (2.5) пiдставимо вира-
зи (2.4) i (2.7):

g

V
l

2

2sin2
0 α

= . (2.9)

Задача 2.10.

Баскетболiст кинув м’яч в кiльце з швидкiстю 8 м/с пiд кутом  60° до
горизонту. З якою швидкiстю м’яч попав в кiльце, якщо долетiв до
нього за 1 с? (рис. 2.9).

Складові початкової
швидкості

αcos00 VV x = ,     αsin00 VV y = .

Розкладемо швидкість 
AV  в точцi А

на AxV  і AyV .

Тодi 22
AyAxA VVV += . (а).

Так як в горизонтальному напрямi м’яч рухається з постійною швидкiстю, то
αcos00 VVV xAx == . (б)

Вертикальну складову швидкості VАy знайдемо за формулою:

1010 sin gtVgtVV yAy −=−= α .  (в)
Підставимо вирази (б) і (в) у вирази (а):

( ) ( )= α + α −2 2
A 0 0 1V cos sin ;V V gt      VA = 5 м/с.

Рис. 2.9
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t1 = 3 c;   t2 = 5 c
α = 30°
g = 9,8 м/c2

V0 = ?  h = ?

VA = 360 км/год  = 100 м/c
h = 490 м;
g = 9,8 м/c2

l = ?

Рис. 2.10

Задача 2.11.
Лiтак летить горизонтально з швидкістю 360
км/год. на висотi 490 м. На якiй вiдстанi по
горизонталi вiд точки В потрiбно скинути вантаж з
лiтака, щоб вiн попав в точку В? (рис. 2.10).

Початок координат виберемо в точцi А. Вісь
АХ спрямуємо горизонтально, а вiсь ОY – верти-
кально вниз.

В горизонтальному напрямi вантаж летить с
постiйною швидкiстю

Vx = VA = 100 м/с.
Тодi координата х вантажу змiнюється по за-

кону
x = VA · t. (а)

Вертикальний рух вниз є рiвноприскореним з прискоренням  g:

2

2gt
tVy Ay += .

Але в точцi А швидкiсть AV  паралельна осi АХ, а це означає, що 0=AyV .

Тодi
2

2gt
y = . (б)

За час t1 вантаж досягає точки В. Тодi з виразів (а) i (б) маємо:

2

2
1gt

hyB == . (в)

1tVlx A== . (г)

З виразів (в) і (г) маємо:      
g

h
t

2
1 = ;      

g

h
Vl A

2= .      мl 1000= .

Задача 2.12.
Камiнь, кинутий пiд кутом 30° до горизонту, двiчi був на однiй
висотi h: через 3 с i 5 с пiсля початку руху. Знайти початкову
швидкiсть i висоту h (рис. 2.11).

Початок координат виберемо в точцi  О – початку руху.
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Рис. 2.11

V = 1440 км/год  = 400 м/c
h = 20000 м;
g = 9,8 м/c2

V0 = ?         α0 = ?

Координата у каменя з часом змiнюється по закону:

2

2

0

gt
tVy y −= ,  де     V0y= V0 sin α.

В момент часу t1    y1 = h, в момент часу t2     y2 = h.

Тодi    
2

2
1

10

gt
tVh y −= . (а),     

2

2
2

20

gt
tVh y −= .

Маємо 
22

2
2

20

2
1

10

gt
tV

gt
tV yy −=− .

Тоді   ( )12
12

2
1

2
2

0 22
tt

g

tt

ttg
V y +=

−
−

⋅= .

( )0 2 1
0 2sin

y
V g t t

V
Sin α α

+
= = . с

мV 4,780 = .

З виразу (а) h = 73,5 м.

Задача 2.13.

Лiтак летить горизонтально з швидкістю 1440 км/
год на висотi 20 км. Коли літак пролiтає над
зенiтною установкою, з гармати виконується
пострiл. Яка повинна бути мiнiмальна початкова
швидкість снаряда i кут α0   її з горизонтом, щоб
снаряд попав в лiтак?

Початок координат виберемо в точцi О – початку руху снаряда (рис. 2.12).
Щоб снаряд досягнув лiтака, необхiдно щоб горизонтальна проекція його

швидкостi xV  була не менша швидкостi V  лiтака.

VVV xBx == 0 .

Вертикальна проекція початкової швидкості yV0  повинна бути такою, щоб в
точці В проекцiя швидкостi 0=ByV .

ghVV yBy 22
0

2 −= . Звідси ghV y 20 = .

Повна швидкість в точці О:    2
0

2
00 yx VVV += .
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Рис. 2.12

ghVV 22
0 += . с

мV 7430 = .

З рисунка 2.12 видно

Oy

Ox

V

V V
α  = α0 0

2
tg ; tg ;

gh

tg α0 = 1,56;     α0 = 57°.

3. Задачi для самостiйного розв’язування

Задача 3.1.
Координата точки, яка рухається прямолiнiйно вздовж осi х, змiнюється за

законом x = 11 + 35t +4,1t2 (х вимiрюється в метрах, t – в секундах). Знайти приско-
рення точки i початкову швидкiсть.

Вiдповiдь:   V0  = 35 м/с,    a = 8,2 м/с2.

Задача 3.2.
Тiло, яке знаходиться на висотi 45 см над землею, кинули горизонтально з

швидкiстю 4 м/с. Знайти його швидкiсть в момент удару об землю.

Вiдповiдь:   5 м/с.

Задача 3.3.

Тiло кинуто горизонтально. Через 5 с кут α мiж напрямом швидкостi V  i
прискоренням a  став рiвним 45°. Знайти швидкiсть  V  тiла в цей момент часу.

Вiдповiдь:   с
мgtV 6,702 == .

Задача 3.4.
Тiло, яке кинули вертикально вгору, повернулось на землю через 3 с. Яка

була початкова швидкiсть тiла? На якiй максимальнiй висотi воно побувало?

Вiдповiдь:   с
мgtV 15

2

1
0 ≈= ;   мgth 2,11

8

1 2
max ≈= .
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Задача 3.5.
Знайти шлях вiльно падаючого тiла за сьому секунду руху.

Вiдповiдь:  63,7 м.

Задача 3.6.
Висота критого манежу для гри в футбол зимою 10 м. На яку максимальну

вiдстань  l  можна послати м’яч в цьому залi, надавши йому початкової швидкостi
40 м/с? Який кут  α   з підлогою повинен в цьому випадку складати вектор почат-
кової швидкостi м’яча? М’яч не повинен торкатись потолка залу.

Вiдповiдь: α = 20°30′,   l = 107 м.

Задача 3.7.
Тiло на канатi пiднiмають з землi вертикально вгору з прискоренням 2 м/с.

Через 5 с канат обiрвався. Скiльки часу тiло рухалось до землi пiсля того, як канат
обiрвався?

Вiдповiдь:   3,5 с.

4. Збiрник завдань для розрахунково-графiчної
роботи № 4 “Знаходження швидкостi i прискорення

точки по заданим рiвнянням її руху”

4.1. Варіанти завдань РГР № 4
Знайти траєкторiю руху, швидкiсть, повне, дотичне, нормальне прискорен-

ня точки, а також радiус кривини лiнiї, якщо точка рухається згiдно рiвнянь, якi
приведенi в таблиці 4.1.

Розрахунки провести для моменту часу t1 і t2.
Побудувати траєкторiю руху i показати вектори швидкостi i прискорення

точки для заданих моментiв часу.



193

Таблиця  4.1

Рівняння руху Час 

х = х(t) y = y(t) t1 t2 Ва
рі
ан
т 

см см c c 
1 sin( / 2)tπ  cos( / 2) 3tπ −  0 1 

2 4cos2t  2 5sin 2t−  0 4
π  

3 2t  25 2t−  0 1 

4 2sin t  4cos t  1
2  1 

5 2 4t +  25 t−  0 2 
6 23t  5 t−  0 1 
7 28 2t −  4t  0 2 

8 3cos( / 2)tπ  3sin( / 2) 2tπ −  0 4
π  

9 4t  2 sin tπ+  0 1 
10 1 2cos( / 2)tπ−  3sin( / 2) 2tπ +  0 1 
11 2 / 2t  3 t−  1 3 
12 2sin / 2tπ  3cos tπ  0 2 
13 3cosπ  4 sin (t/2) 0 2

π  

14 3 sin π t 4cos2 tπ  0 1
2  

15 24t  2 1t −  0 1 
16 3sin / 2tπ  cos( / 2)tπ  0 2 
17 24 1t −  2t −  0 1 

18 1,5cos tπ  0,5sin tπ  0 1
2  

19 3 30,5 ( )t te e−⋅ +  3 30,5 ( )t te e−⋅ −  0 2 

20 0,25 ( )t te e−⋅ +  0,25 ( )t te e−⋅ −  0 1 

21 33cos( / 3) 1tπ −  33sin( / 3) 2tπ− +  0 2 
22 22 3cos t+  23sin t  0 2 

23 4 3cos tπ+  2sin 3tπ +  1
2  1 

24 23sin( / 3)tπ  22 cos( /3)tπ+  0 1 
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Рівняння руху Час 

х = х(t) y = y(t) t1 t2 Ва
рі
ан
т 

см см c c 
25 3cos 2t  6sin t  0 2

π  

26 3sin 2t  6cos t  2
π  π  

27 t  te−  0 1 
28 22t  2 1t −  0 2 
29 sin 3tπ +  cos 1tπ −  0 1 
30 5cos( / 2)tπ  3sin( / 2)tπ−  0 2 

31 22sin t  22cos t  0 1 
32 24t  5 2t −  1 2 
33 3 1t −  22t  1 2 

34 2cos t  5 sin t−  0 2
π  

35 sin t  21 cos t−  0 2
π  

36 28 1t −  2 3t +  1 2 

37 1t −  21 2t−  1
2  1 

38 3 3t −  35 t−  1
2  1 

39 2ctgt  2sint 0 2 

40 -5t 22 3t− +  1
2  1 

41 22sin ( / 4)tπ  22cos ( / 4)tπ  0 2 

42 2cos( /3) 2tπ +  2sin( / 3) 2tπ −  0 2 
43 2t+2 -2/(t+1) 0 2 
44 3sin( / 6)tπ  2cos( / 6) 2tπ −  0 3 

45 2t+1 -2t 1
2  2 

46 -3/(t+3) 3t+9 0 1 
47 cos( / 2) 1tπ −  sin( / 2) 3tπ +  1 2 

48 22cos t  sint+1 0 1
2  

49 7t 23 2t−  1 2 
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Рівняння руху Час 

х = х(t) y = y(t) t1 t2 Ва
рі
ан
т 

см см c c 
50 23sin ( / 2)tπ  24cos ( / 2)tπ  0 1 
51 22 2 3t t+ −  23 3 2t t+ +  0 1 
52 3t+3 3/(t+1) 0 1 
53 2sin( / 3)tπ  4cos( / 3) 2tπ −  0 3 
54 cos tπ  3sin( / 2)tπ  0 1 
55 2t 23 / 2t−  1 2 
56 22 3t −  2t−  0 3 
57 1 2sin( / 4)tπ− −  2cos( / 4)tπ−  0 4 
58 4t−  4 / t−  1 4 
59 22 2t t− +  23 2 1t t− +  1 2 
60 3/ t−  3t  1 3 
61 2cos( / 2)tπ  6sin( / 2)tπ  0 1

2  

62 4t  28 4t t−  0 1
2  

63 2 ( / 2)tg t  cost 0 1 
64 2sin(2 / 3)tπ  cos(2 / 3) 2tπ +  0 6 
65 3sin( /8)tπ  3cos( /8) 2tπ −  0 4 
66 2 1t −  2t  0 2 
67 2sin tπ  cos( / 2)tπ  0 1 

68 2 t  e t−
 0 1 

69 2t  32t  0 1 
70 2 1t −  2 1t +  1 2 

71 2 t−  2(2 )t+  0 1 

72 4t −  22 3t−  1 2 

73 2t  2( 1)t+  1 2 
74 8cos2 tπ  8sin tπ  0 4 
75 7 3te  324 te−  0 1 
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Рівняння руху Час 

х = х(t) y = y(t) t1 t2 Ва
рі
ан
т 

см см c c 
76 23t  6t  0 2 
77 23cos tπ  23sin tπ  0 2 

78 12 5t −  4 3t +  0 1
2  

79 212 5t +  29 4t −  0 1 
80 21 3 te−  22 4 te+  0 1 

81 28sin tπ  5 4sin 2 tπ+  0 1
2  

82 22cos 3tπ −  24sin 3tπ −  0 1
2  

83 23 1t +  6t  1 -2 

84 2cos t  4sin t  0 2
π  

85 4sin t  2cos ( / 2)t  0 2
π  

86 5 2cos t−  2 3sin t− +  0 2
π  

87 2( t te e−+ ) 2( t te e−− ) 0 1 
88 3 2t⋅ +  33 t−  1 2 

89 2 ( / 2)tg t  3sin t  0 2
π  

90 3 ( / 2)tg t  cos t  0 2
π  

91 3t  26 5t t−  0 1 

92 sin 2 cos 2t t+  sin 2 cos 2t t−  0 4
π  

93 22sin( )t  23cos( )t  0 2
π  

94 23 1t −  2 2t +  0 1 
95 2t  1 2sin t−  0 1 
96 2t  sin tπ  0 2 

97 3sec t  2tgt  0 2
π  

98 3tgt  4sec t−  0 4
π  

99 2 3sin 2t−  3 2cos 2t+  0 4
π  
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Рівняння руху Час 

х = х(t) y = y(t) t1 t2 Ва
рі
ан
т 

см см c c 
100 ctgt  2cosect−  4

π  2
π  

101 3 3cos 2t+  4 3sin 2t−  4
π  3

π  

102 3te−  34 te−  0 1
3  

103 2 3t +  2 4t−  0 1 
104 20,5 2t t−  3t  0 2 
105 30,25t  35t  0 2 
106 2 te  t 0 1 
107 2 3t t−  3t−  0 2 

108 2cos2t  3sin t  0 6
π  

109 22sin ( / 4)tπ  cos( / 2)tπ  0 1 

110 22cos ( / 2)tπ  sin tπ  0 1 

111 3cosect  3ctgt  4
π  2

π  

112 t 22t t− +  0 3 
113 2 22(  – )t te e−  3 ( 2 2t te e−− ) 0 2 

114 1 2sec t+  1 tgt− +  0 4
π  

115 2 2 1t t− +  1t −  0 3 
116 1,5( 1/ )t t+  2,5( 1/ )t t−  1 6 

117 1 2cosect−  1 ctgt− +  4
π  6

π  

118 22ctg t  2ctgt  4
π  6

π  

119 2ctgt  3cosect  4
π  6

π  

120 2 t−  22 t  0 1 
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4.2. Вказiвки до виконання РГР № 4
Знайти траєкторiю руху, швидкiсть, повне, дотичне i нормальне прискорен-

ня точки, а також радiус кривини лiнiї, якщо точка рухається згiдно рiвнянь:
ttx 2cos2cos4 −=  (м); (1)

tty 2sin2sin4 −=  (м).

Розрахунки провести для моменту часу t0 = 0 i ct
21

π= .

1. Знайдемо траєкторiю руху. Для цього необхiдно з рiвняннь руху виклю-
чити час t. Для кожного з рiвнянь руху треба шукати свої способи виключення
часу t. В даному випадку зробимо слiдуюче: пiднесемо до квадрату лiвi i правi
частини рiвнянь руху (1) i почленно додамо

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 216 cos sin 4 cos 2 sin 2

16 cos cos 2 sin sin 2

x y t t t t

t t t t

+ = + + + −

− ⋅ + ⋅ =

( )
( )

2

2 2 2

4 16 1 cos cos 2 2sin cos

4 16 1 cos cos sin 2sin .

 = + − ⋅ + ⋅ = 
 = + − − + 

t t t t

t t t t

Маємо: ( )tyx cos116422 −=−+ . (2)
Знову звернемось до рiвнянь руху (1) i перепишемо їх в іншому вигляді:

( ) ( )24cos 2 2cos 1 4 1 cos cos 2x t t t t= − − = − ⋅ +

( )4 1 cos siny t t= − ⋅ . (3)
Пiднесемо до квадрату лiвi i правi частини рiвнянь (3) i почленно додамо:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 22 2 2

2 2 2

2 16 1 cos cos 16 1 cos sin

16 1 cos cos sin

x y t t t t

t t t

− + = − + − =

= − +

Маємо: ( ) ( )2 222 16 1 cosx y t− + = − ,  (4)
Використовуючи вирази (2) i (4), отримаємо рiвняння траєкторії руху точки:
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( ) ( )2 22 2 24 16 2x y x y + − = − +  . (5)
Траєкторiєю руху точки є кардiоїда.

На рис. 4.1 зображена
траєкторiя руху точки i пока-
зано на нiй положення точки
в початковий момент часу i в

момент часу 1 2
t c

π= .

Побудова цiєї лiнiї та
багато iнших приводить-
ся в книзi М. Я. Выгодс-
кий  “Справочник по выс-
шей математике”, Москва,
1963 г., стр. 751 - 834.

2. Знайдемо швидкiсть
точки.
Рух точки заданий в ко-

орди–натнiй формi. Тому
при визначеннi швидкостi
i прискорення точки буде-
мо користуватись форму-
лами пункту 1.4.

Знайдемо проекцiї швидкостi на координатні осi:

4sin 4sin 2 ;= = − +x

dx
V t t

dt

4 cos 4 cos 2 .= = −y

dy
V t t

dt

Повна швидкiсть        2 2
x yV V V= + .

Пiсля перетворень маємо            ( )4 2 1 cosV t= − . (6)

Напрям швидкостi знайдемо за непрямими косинусами:

( ) ( )cos , , cos ,x xV V
V i V j

V V
= = .

Знайдемо величину i напрям швидкостi для заданих моментiв часу:

Рис. 4.1
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t0 = 0, V0x = 0, V0y = 0, V0 = 0.

1 1 1, 4, 4, 4 2
2 x yt V V V м сπ= = − = = .

( ) ( )4 2 4 2
cos , ; cos ,

2 24 2 4 2
V i V j

−= = − = = ·

Напрям швидкостi показаний на рис. 4.1.
3. Знайдемо прискорення точки.

 4cos 8cos 2 ;= = − +x
x

dV
a t t

dt

4sin 8sin 2 .= = − +y
y

dV
a t t

dt

Повне прискорення           2 2
x ya a a= + .

Пiсля перетвореннь маємо

( )4 1 4 1 cosa t= + − . (7)
Напрям прискорення знайдемо за непрямими коснинусами:

( ) ( )cos , , cos , .= = yx
aa

a i a j
a a

Знайдемо величину i напрям прискорення для заданих моментiв часу:
t0 = 0,   a0x = 4,   a0y = 0,    a0 = 4 (м/с2).

 
21

π=t ,   81 −=xa ,  41 −=ya ,

( )
5

2

54

8
,cos −=−=ia ;   ( )

5

1

54

4
,cos −=−=ja .

Напрям прискорення показаний на рис. 4.1.
4. Знайдемо дотичне прискорення.
Для цього використаємо формулу (1.32)
Вiзьмемо похiдну по часу вiд виразу (6). Остаточно маємо:

( )
4sin

2 1 cos2

dV t
a

dt t
τ = = ⋅

−

При 00 =t ,   00 =τa .   При 
21

π=t ,    2
1 2 2 2,82 ( / ).a м сτ = =

Дотичне прискорення напрямлене по дотичнiй до траєкторiї руху i для часу
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сt
21

π=  воно є додатнiм. Це означає, що рух точки М є прискореним в точцi М1 i

дотичне прискорення τ1a  напрямлене в ту ж сторону, що i швидкiсть 
1V  (рис. 4.1).

Якщо похiдна по часу вiд модуля швидкостi є громіздкою функцiєю, то
доцiльно використати формулу (1.43).

В нашому випадку для часу сt
21

π=  розрахунки показують:

( )( ) ( )1 1 1 1 2
1

1

4 8 4 4
2 2 2,82 ( ) .

4 2
x x y yV a V a

a м с
Vτ

+ − − + −
= = = =

Цей розрахунок спiвпадає з раніше отриманим результатом для дотичного
прискорення.

5. Знайдемо нормальне прискорення точки М.
Використаємо формулу (1.41), з якої

2 2
na a aτ= − .

При 00 =t ,   400 == aa n ;    2
0 4( ).na м с=

При сt
21

π= ,   48,88801 =−=na ,   2
1 8,48( ).na м с=

Вектори дотичного i нормального прискорень складають вектор повного
прискорення a  точки. Побудова цих векторiв показана на рис. 4.1.

6. Знайдемо радiус кривини лінії.
 Радiус кривини лiнiї знаходиться за формулою (1.39) для нормального при-

скорення:

na

V 2

=ρ .

При    00 =t ,   0
4

0

0

2
0

0 ===
na

V
ρ ,   00 =ρ .

При    сt
21

π= ,   ( )
78,3

48,8

24
2

1

2
1

1 ===
na

V
ρ ;   ρ1 = 3,78 (м).
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5. Запитання для самоперевірки і до захисту розрахунково-графічної
роботи
1. Які способи задання руху точки використовуються в кінематиці точки?
2. В яких випадках використовується натуральний спосіб визначення руху точ-

ки?
3. За якою формулою визначається швидкість і прискорення точки при вектор-

ному способі задання її руху?
4. Яким чином визначаються проекції швидкості точки на координатні осі?
5. Яким чином визначаються проекції прискорення точки на координатні осі?
6. Як знайти модуль і напрям швидкості точки при координатному способі за-

дання її руху?
7. Як знайти модуль і напрям прискорення точки при координатному способі

задання її руху?
8. За якою формулою визначається швидкість точки при натуральному способі

задання її руху?
9. Які осі називаються натуральними осями ?
10.  Як напрямлені натуральні осі в довільній точці кривої?
11.  За якою формулою визначається кривина кола?
12.  За якою формулою визначається дотичне прискорення точки?
13.  Що характеризує дотичне прискорення?
14.  За якою формулою визначається нормальне прискорення точки?
15.  Як напрямлений вектор нормального прискорення?
16.  Що характеризує нормальне прискорення?
17.  Яким чином знаходиться прискорення точки при натуральному способі за-

дання її руху?
18.  При якому русі точки дорівнює нулю дотичне прискорення і при якому –

нормальне прискорення?
19.  В якій площині натурального тригранника лежить вектор прискорення?
20.  Який вираз має закон рівномірного руху точки по траєкторії?
21.  Як записується закон рівнозмінного руху точки по траєкторії?
22.  Яким чином знаходиться радіус кривини лінії кінематичним способом?
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МОДУЛЬ 4. КІНЕМАТИКА ТВЕРДОГО ТІЛА

ПЕРЕДМОВА
Як зазначалось раніше, кінематика поділяється на кінематику точки і кіне-

матику абсолютно твердого тіла. В модулі 3 розглядалась кінематика точки. В
цьому модулі будемо розглядати рух абсолютно твердого тіла без урахування
діючих на нього сил.

 Нагадаємо, що абсолютно твердим тілом називається тіло, відстань між
точками якого не змінюється при русі цього тіла. В подальшому замість терміну
“абсолютно тверде тіло” ми будемо говорити “тверде тіло”, або просто “тіло”.

 Як в кінематиці точки, так і в кінематиці твердого тіла розв’язуються дві
основні задачі.

 Перша задача кінематики полягає в тому, щоб знайти рівняння руху твердо-
го тіла по відношенню до вибраної системи відліку. Це означає, що треба записа-
ти такі рівняння, за допомогою яких для довільного моменту часу можна знайти
положення твердого тіла відносно вибраної системи відліку.

 Друга задача кінематики полягає в тому, щоб по знайденим рівнянням руху
твердого тіла знайти кінематичні характеристики руху тіла в цілому, а потім
швидкість і прискорення точок, що належать цьому тілу.

 Перед тим, як перейти до вивчення довільного або самого загального ви-
падку руху тіла, спочатку вивчимо прості рухи тіла. До простих рухів тіла відно-
ситься поступальний рух і обертальний рух навколо нерухомої осі.

1. Поступальний рух твердого тіла
Рух тіла називається поступальним, якщо

будь-який відрізок, який взятий в цьому тілі,
рухається паралельно самому собі (рис. 1.1).

Використаємо векторний спосіб задання
руху точки. Рух точки А тіла будемо характери-
зувати радіус-вектором Аr , а точки В – радіус-
вектором Вr .

Запишемо очевидну векторну рівність:

В Аr r AB= + , (1.1)

де AB – вектор, який з’єднує точки А і В.
Так як тіло абсолютно тверде, то відстань між точками А і В при русі

Рис. 1.1.
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тіла не змінюється, тобто довжина АВ постійна. Напрям вектора  також
не міняється згідно означенню поступального руху. Таким чином, мож-
на стверджувати: вектор

= constAB . (1.2)

Тоді з виразу (1.1), з урахуванням (1.2), можна зробити висновок: траєкторії
точок А і В будуть однаковими, тільки зміщеними на відстань АВ одна від одної.

Візьмемо першу похідну по часу від виразу (1.1).

( )
,В Аdr dr d AB

dt dt dt
= +

Але похідна по часу від постійного вектора AB  (див.(1.2)) дорівнює нулю.

Тоді   ,B Adr dr

dt dt
=

або інакше AB VV = .  (1.3)
  Візьмемо похідну по часу від виразу (1.3).
Тоді   AB aa = . (1.4)

Можемо зробити остаточний висновок:
При поступальному русі твердого

тіла всі точки тіла рухаються по одна-
ковим траєкторіям, мають однакові
швидкості і прискорення.

Тому при розгляді поступального руху до-
статньо розглянути рух однієї з точок цього тіла
(як правило – це центр тяжіння). Всі виведені
раніше формули, які описують рух точки, спра-
ведливі і для поступального руху твердого тіла.

Виберемо в тілі яку-небудь точку, на-
приклад центр тяжіння С (x, y, z) і запишемо
рівняння її руху у вигляді:

xc=f1(t);
yc=f2(t); (1.5)
zc=f3(t).

Рівняння (1.5) є рівняннями поступального руху твердого тіла.
Примітка. Не слід думати, що при поступальному русі тіла його точки

повинні рухатись по прямим лініям. Що це не завжди так видно з рис. 1.2, на
якому представлено рух педалі АВ велосипеда. З цього рисунка видно, що

Рис. 1.2
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педаль виконує поступальний рух, а точки А, В, С педалі рухаються по колу.

2. Обертальний рух твердого тіла навколо нерухомої осі
Якщо хоча б дві точки тіла залишаються нерухомими при його русі, то

такий рух називається обертальним рухом тіла навколо нерухомої осі.
Лінія, яка проходить через нерухомі точки тіла, називається віссю обертан-

ня (рис. 2.1). Лінія O1O2 – вісь обертання. Вісь обертання проходить через підшип-
ники, які розміщені в точках О1 і О2.

2.1. Рівняння обертального руху, кутова швидкість, кутове
прискорення

Виведемо рівняння руху тіла, яке дозволить побудувати положення тіла для
довільного моменту часу.

  Введемо дві площини П і П1. Площина П нерухома, а площина П1 зв’язана
з тілом і якщо тіло обертається, то і ця площина обертається. Між цими площина-
ми проведемо кут ϕ  (рис. 2.1) і якщо буде відомо як він змінюється з плином
часу, то це і буде рівняння обертального руху тіла.

ϕ =ϕ (t).  (2.1)
Кут ϕ  вимірюється в радіанах.
Нехай в момент часу t  кут був ϕ, а в момент часу t1 – кут

ϕ1. Тоді за час ∆ t = t1 – t  пройшла зміна кута  ∆ ϕ = ϕ1 – ϕ.

 Візьмемо відношення 
t∆

∆ϕ
 і назвемо його середньою ку-

товою швидкістю

ωср= t∆
∆ϕ .

ωср – середня кутова швидкість, яка характеризує зміну
кута ϕ  за деякий проміжок часу. Розмірність кутової швидкості  рад/с.

 Чим менший буде проміжок часу ∆ t, тим ближче по значенню середня
кутова швидкість відповідає кутовій швидкості тіла в момент часу t.

  Спрямуємо ∆ t  до нуля. Знайдемо границю:

0 0
lim limсрt t

d

t dt∆ → ∆ →

∆= = =
∆
ϕ ϕω ω.

Рис. 2.1
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,
d

dt

ϕω ϕ= = (2.2)

де ω – миттєва кутова швидкість тіла, тобто кутова швидкість тіла в даний момент часу.
Миттєва кутова швидкість тіла в даний момент часу дорівнює першій

похідній по часу від функції кута обертання.
В подальшому замість “миттєва кутова швидкість” будемо говорити “куто-

ва швидкість”.
Нехай в деякий момент часу t  кутова швидкість тіла ω, а в момент часу t1 –

 кутова швидкість ω1. Тоді за проміжок часу ∆t = t1 – t ми отримаємо зміну

кутової швидкості ∆ω =ω1 – ω. Візьмемо відношення 
t

ω∆
∆  і назвемо його се-

реднім кутовим прискоренням: .cp
t

ω
ε

∆=
∆

εср – середнє кутове прискорення, яке характеризує зміну кутової швидкості
за деякий проміжок часу. Розмірність кутового прискорення – рад./с2.

  Спрямуємо t∆  до нуля. Знайдемо границю:

0
0

lim lim .ср
t

t

d

t dt

ω ωε ε
∆ →

∆ →

∆= = =
∆

.
d

dt

ωε ω= = (2.3)

ε – миттєве кутове прискорення, тобто кутове прискорення тіла в даний
момент часу.

 Миттєве кутове прискорення тіла в даний момент часу дорівнює
першій похідній по часу від функції кутової швидкості.

В подальшому замість “миттєве кутове прискорення” будемо говорити
“кутове прискорення”.

Якщо вираз (2.2) підставити у вираз (2.3), то

2

2
.

d

dt

ϕε ϕ= = (2.4)

Кутове прискорення дорівнює другій похідній по часу від функції кута
обертання.

 Додатний знак  ε  вказує на те, що кутова швидкість ω  збільшується, т. б.
маємо прискорений обертальний рух тіла. Від’ємне значення ε  вказує на те, що
обертальний рух сповільнений.
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2.2. Рівняння рівномірного обертального руху тіла
При рівномірному обертанні тіла кутова швидкість постійна (ω=const).

Використаємо формулу (2.2), з якої  dϕ = ωdt.
Візьмемо інтеграл

d dtϕ ω=∫ ∫ .
Маємо

ϕ = ω t + C1. (а)
  Постійну інтегрування С1 знайдемо, використовуючи початкові умови.

Нехай на початку руху (при t = 0) початковий кут повороту дорівнював ϕ0.
Початкові умови підставимо у вираз (а). Маємо: С1=ϕ0. Отже, рівняння

рівномірного обертального руху має вигляд
ϕ  = ϕ0 + ωt. (2.5)

У випадку, коли ϕ0  = 0, маємо

ϕ  = ωt. (2.6)
Якщо тіло за деякий час зробило N обертів, то кут  ϕ  зв’язаний з кількістю

обертів залежністю

ϕ  = 2πΝ. (2.7)

Раніше ми відмітили, що розмірність кутової швидкості –  рад/с. Але в техніці
існує і друга розмірність – об/хв. Між цими розмірностями існує зв’язок

30

nπω = ,        
30

n=
ω

π . (2.8)

де ω – кутова швидкість в  рад/с;   n – кутова швидкість в  об/хв.

2.3. Рівняння рівнозмінного обертального руху тіла
Рівнозмінний обертальний рух буде в тому випадку, коли кутове прискорен-

ня ε = const.  Використаємо формулу (2.3), з якої  dω = εdt.
 Проінтегрувавши останній вираз, маємо

ω = t + С2. (б)
Постійну інтегрування знайдемо, використовуючи початкові умови.
Нехай на початку руху (t = 0) початкова кутова швидкість була 0ω .
Тоді з виразу (б), маємо С2= 0ω .

 ω = ω0+ε t, (2.9)
де ω  – кутова швидкість тіла в даний момент часу;
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ω0 – кутова швидкість тіла в початковий момент часу (t = 0).
 Підставимо формулу (2.2) в (2.9):

0 t
d

dt

ϕ ω ε= + .

Звідси 0d dt tdtϕ ω ε= + .

Проінтегруємо цей вираз:       
2

0 32

t
t Сεϕ ω= + + .

П.У. t = 0 ,  ϕ  = ϕ0 . Тоді        C3 = ϕ0.
 Остаточно маємо

2

0 0 2

t
t

εϕ ϕ ω= + + . (2.10)

Вираз (2.10) є рівнянням рівнозмінного обертального руху тіла. В тому ви-
падку, коли ϕ0  = 0, маємо

2

0 2

t
t

εϕ ω= + . (2.11)

Якщо кутове прискорення  ε > 0, то обертальний рух прискорений, якщо
ε0 < 0, то обертальний рух сповільнений.

2.4. Швидкість і прискорення точок тіла, яке обертається навколо
нерухомої осі

  Нехай тіло обертається навколо нерухомої осі з кутовою швидкістю ω і
кутовим прискоренням ε  (рис. 2.2). Нерухома вісь проходить через точку О
перпендикулярно рисунку. Вияснимо, чому дорівнює швидкість і прискорення
точки, яка знаходиться на відстані R від осі обертання.

  Всі точки твердого тіла рухаються по коловим траєкторіям, але з різними
радіусами обертання. Так як нам відома траєкторія руху, то скористаємось нату-
ральним способом визначення руху точки.

ds
V

dt
= .

  Нехай за елементарний проміжок часу dt  тіло повернулось на кут dϕ, а
точка А тіла пройшла відстань ds = Rdϕ.

Тоді          ωϕ
R

dt

d
RV == .
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V = ωR. (2.12)

Швидкість точки, яка належить тілу, що обертається, дорівнює добут-
ку кутової швидкості тіла на радіус обертання точки.

 Вектор швидкості напрямлений перпенди-
кулярно радіусу обертання  (рис. 2.2). Так як точ-
ки тіла рухаються по криволінійним траєкторі-
ям, то їх прискорення в загальному випадку скла-
даються з дотичного і нормального прискорень.
(Див. формули (1.32), (1.39) модуля 3)  (рис. 2.2.).

Дотичне прискорення:

( ) .
dV d d

a R R R
dt dt dtτ

ωω ε= = = =

ατ  = ε R. (2.13).
  Дотичне прискорення точки, яка належить тілу, що обертається, дорі-

внює добутку кутового прискорення тіла на радіус обертання точки.
Дотичне прискорення точки напрямлене перпендикулярно радіусу обер-

тання. Якщо обертальний рух тіла прискорений, то дотичне прискорення співпа-
дає по напряму з вектором швидкості, а якщо сповільнений-то вектор дотичного
прискорення напрямлений в протилежну сторону вектора швидкості.

Нормальне прискорення точки:

2 2
2( )

;п
V R

a R
R R

ω ω= = =   αn  = ω2 R (2.14)

Нормальне прискорення точки, яка належить тілу, що обертається, дор-
івнює добутку квадрата кутової швидкості тіла на радіус обертання точки.

Вектор нормального прискорення точки напрямлений по радіусу обертан-
ня до центра обертання, т. б. τaaп ⊥    (рис. 2.2).
Повне прискорення точки    пaaa += τ . (2.15)

Модуль повного прискорення          2
п

2 aaa += τ . (2.16)
З урахуванням формул (2.13) і (2.14), повне прискорення буде

 42 ωε += Ra . (2.17)
Напрям повного прискорення можна знайти з формули

Рис. 2.2.
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2ω
εµ τ ==

пa

a
tg .    (2.18)

 Кут µ однаковий для всіх точок тіла в даний момент часу.

2.5. Кутова швидкість і кутове прискорення як вектори
 В доведених раніше формулах кутова швидкість  і кутове прискорення  –

це скалярні величини. В подальшому кутову швидкість і кутове прискорення
будемо розглядати не тільки як скалярні величини, а як і вектори.

  Домовились вектор кутової швидкості  напрямляти по осі обертання в
ту сторону, звідки бачимо обертальний рух тіла проти ходу годинникової
стрілки (рис. 2.3).

Точка прикладання вектора ω  на осі обер-
тання довільна, т. б. вектор ω  є ковзним вектором.

 Вектор кутового прискорення також на-
прямлений по осі обертання. Точка прикладання
вектора  довільна, т. б. цей вектор також є ковзним
вектором. Якщо обертальний рух тіла прискоре-
ний, то напрям вектора ε  співпадає з вектором
кутової швидкості (рис. 2.3,а). Якщо обертальний
рух сповільнений, то вектор ε  напрямлений в про-
тилежну сторону вектора ω  (рис. 2.3,б).

 2.6. Векторні формули для знаходження швидкості і прискорення
точок тіла, яке обертається навколо нерухомої осі

Модулі швидкості, нормального і дотичного прискорення точки тіла, що
обертається, визначаються з формул (2.12) – (2.15). Безпосередньо з цих формул
неможливо встановити напрям швидкості і прискорення точки. В п. 2.5 введено
поняття вектора кутової швидкості ω  і вектора кутового прискорення .ε  Викори-
стовуючи вектори ω  і ε,  запишемо такі формули, з яких для точки можна знайти
не тільки модулі, а й напрями швидкості і прискорення.

Нехай точка М належить тілу, що обертається навколо нерухомої осі О1О2 з
кутовою швидкістю ω  і кутовим прискоренням ε . Візьмемо на цій осі точку О і
проведемо радіус-вектор r  точки М (рис. 2.4.). Точка М має швидкість V , до-

Рис. 2.3
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тичне aτ   і  нормальне пa  прискорення. Вектор швидкості V  можна обчислити
за допомогою векторного добутку

V rω= × . (2.19)

Перевіримо, чи справедлива ця формула:

|V |=|ω × r |=ωr sin α = ωСМ = ωR.

Модуль швидкості, знайдений з формули
(2.19), співпадає з формулою (2.12). Відомо, що
вектор швидкості V  перпендикулярний радіусу
R=СМ. По означенню векторного добутку век-
тор V є вектор, перпендикулярний до площини,
яка проходить через ω  і r , і напрямлений так,
що з його кінця найкоротший перехід від векто-
ра ω  до r  видно проти ходу годинникової
стрілки. Напрям швидкості V , отриманий з фор-
мули (2.19), співпадає з дійсним напрямом швид-
кості точки М (рис. 2.4).

  Отже, з формули (2.19) можна знайти величину і напрям швидкості точки,
яка належить тілу, що обертається.

  Формула (2.19) називається формулою Ейлера.
Вектор швидкості будь-якої точки твердого тіла в обертальному

русі дорівнює векторному добутку кутової швидкості тіла і радіус-век-
тора точки.

Швидкість точки в будь-якому випадку виражається похідною по часу від

радіус-вектора r , т. б.

dr
r

dt
ω= × . (2.20)

У випадку обертального руху тіла навколо нерухомої осі, величина радіус-
вектора як відрізка, що з’єднує дві точки твердого тіла, залишається постійною
при обертанні тіла.

Отже, вираз (2.20) виражає похідну по часу від вектора постійного модуля r .
Формула (2.20) нам знадобиться, коли будемо розглядати складний рух точки.

Візьмемо похідну по часу від виразу (2.19):

Рис. 2.4



212

( ) ( )
dV d dr

r
dt dt dt

ω ω= × + × .

, ,
dV d dr

a V
dt dt dt

ω ε= = = .

Маємо: ( ) ( ).a r Vε ω= × + ×
Введемо позначення :

,a rτ ε= ×  (2.21)

na Vω= × ,  (2.22)

де τa  і na  – відповідно дотичне і нормальне прискорення точки М тіла.
Надаємо читачеві можливість довести, що формули (2.21) і (2.22) дійсно є форму-
лами  дотичного і нормального прискорення точки в векторній формі і що з цих
формул можна отримати вірні напрями цих прискорень (див. рис. 2.4).

2.7. Передаточні механізми
Передаточні механізми служать для передачі обертального руху від одного

тіла до другого. Таких різноманітних передач велика кількість. Ми розглянемо
випадок, коли осі обертання тіл нерухомі.

2.7.1. Зовнішнє зачеплення коліс
Розглянемо систему двох коліс (рис. 2.5).
Нехай колесо 1 має кутову швидкість ω1.  Тоді колесо 2 буде мати кутову

швидкість  ω2. Знайдемо зв’язок між цими кутовими швидкостями. В точці А
контакту коліс швидкість точки А зі сторони першого колеса буде VA = r1ω1, зі
сторони другого колеса VA = r2ω2.

 Тоді  ω1r1 = ω2r2 ,  або

1

2

2

1

r

r
=

ω
ω

. (2.23)

Відношення кутових швидкостей
коліс дорівнює оберненому відношенню
радіусів цих коліс. Рис. 2.5.
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При зовнішньому зачепленні двох коліс колеса обертаються в протилежних
напрямах. Якщо в зачепленні зубчасті колеса, то відношення кутових швидкостей
можна виразити через відношення кількості зубців в колесах:

1 2

2 1

z

z

ω
ω

= , (2.24)

де 1z  і 2z  – кількість зубців відповідно в колесі 1 і 2.
Відношення кутової швидкості ω1  ведучого колеса до кутової швидкості ω2

веденого колеса називається передаточним числом  і:

1

2

=i
ω
ω

. (2.25)

Розглянемо систему трьох коліс (рис. 2.6).
Знайдемо передаточне число

1

3

і
ω

=
ω .

1

2

2

1

r

r
=

ω
ω

. (а)

2

3

3

2

r

r
=

ω
ω

. (б)

Перемножимо вираз (а) на вираз (б):

3 31 2 2 1

2 3 1 2 3 1

і .r rr Маємо
r r r

ω ω ω
ω ω ω

⋅ = ⋅ = =

Передаточне число між колесами 1 і 3 не залежить від радіуса другого коле-
са. Колесо 2 служить для того, щоб дати можливість колесу 3 обертатися в тому
напрямі, що і колесо 1.

2.7.2.  Внутрішнє  зачеплення  коліс
На рис 2.7 показано внутрішнє зачеплення двох коліс. Точка А є точкою

контакту коліс 1 і 2.
Тому    r1ω1 = r2ω2,    тобто:

1 2

2 1

.
r

r

ω
ω

= (2.26)

Рис. 2.6
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Передаточне число цієї пари коліс нахо-
диться з такої самої формули, як і при зовніш-
ньому зачеплені коліс (порівняйте формули
(2.23) і (2.26)). При внутрішньому зачеплені ко-
леса обертаються в одному напрямі.

2.7.3. Пачсова  передача
Якщо колеса находяться на деякій відстані

одне від одного, то передачу обертального руху
можна здійснити за допомогою суцільного паса
(рис. 2.8).

VA = r1ω1, VВ=r2ω2,

але   VA = VB .

Тоді

1

2

2

1

r

r
i ==

ω
ω .        (2.27)

При пасовій передачі колеса
обертаються в одному напрямі.

На цьому ми закінчимо розгляд передаточних механізмів. Більш детально ці
питання будуть розглядатися в таких дисциплінах як «Теорія механізмів і машин»
та «Деталі машин».

2.8. Методика розв’язування задач на поступальний та обертальний
рух твердого тіла

При поступальному русі швидкість і прискорення всіх точок тіла однакові.
Тому при поступальному русі тіла достатньо розглянути рух однієї точки тіла. Всі
доведені раніше формули, що описують рух точки, справедливі і для поступаль-
ного руху твердого тіла.

Задачі, які відносяться до обертального руху тіла відносно нерухомої осі,
можна розділити на три основні типи: 1) знаходження кута повороту, кутової
швидкості і кутового прискорення тіла; 2) знаходження лінійних швидкостей і

Рис. 2.8

Рис. 2.7
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прискорень точок тіла; 3) задачі, які відносяться до передачі обертального руху
від одного тіла до другого.

Розглянемо конкретні задачі і ознайомимось з методикою їх розв’язування.

Задача 2.1
Тіло рухається по криволінійним напрямним згідно рівнян-

ня: S = 0,07t2, де S – в м, t – в с (відлік ведеться від положення S0).
Знайти дотичне і нормальне прискорення тіла в положенні
S1 = 1,4 м (рис. 2.9).

Якщо взяти відрізок АВ в цьому тілі, то цей відрізок рухаєть-
ся паралельно самому собі. Рух цього тіла є поступальним. Тому

розглянемо рух однієї точки тіла, а саме точки А. Знайдемо, за який час тіло
перемістилось з початкового положення (дугова координата S0 = 0) в положення
з дуговою координатою S1 = 1,4 м.  S1 = 0,07t12.

Звідси         .47,4
07,0
1

1 c
S

t ==

Знайдемо швидкість точок.

.14,0 t
dt

dS
V ==

При

./626,0,47,41 смVctt A ===
Знайдемо дотичне і нормаль-

не прискорення точки А з дуговою
координатою S1:

)/(14,0 2см
dt

dV
a A ==τ .

Нормальне прискорення )/(49,0
8,0

626,0 2
22

см
V

a An
A ===

ρ
.

ρ  – радіус кривини лінії в даній точці.
Вектори дотичного і нормального прискорення точки А показані на рис. 2.9.

2

1

0,8

0,07

1,4

м
S t м
S м

ρ =
=
=

аτ = ?
аn = ?

Рис. 2.9
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Задача 2.2.
Кулачок у формі півкола рухається по горизонтальним напрямним за
законом x=2t, де x-в см., t – в с. Координата x відраховується по гори-
зонталі від точки О, коли стержень АВ, що опирається одним своїм
кінцем на коловий контур, знаходиться в найнижчому положенні (тобто
в точці О). Знайти рівняння руху стержня і швидкість точки В стержня
АВ ( рис. 2.10).

Кулачок рухається поступально вздовж
осі ОХ. Рух кулачка передається стержню АВ.
Стержень АВ також виконує поступальний
рух вздовж осі ОY. Нехай точка А в даний
момент часу має координати хА=х і yA. Ви-
разимо координату yA через xA.

.2)( 222222 xrxryxryr AA +−+=−+=

Звідси 22 xrxyA −= ; або 242 ttyA −= .
Вертикальна швидкість точки А:

)4(

)2(2

tt

t

dt

dy
V A

A −
−== .

Так як рух стержня поступальний, то швидкість точки В: VB=VA.

Задача 2.3.
Знайти кутову швидкість секундної стрілки годинника.

Будемо вважати, що стрілка обертається рівномірно. Тоді з формули (2.6)

маємо 
t

ϕω = . Нехай стрілка зробила один оберт. Тоді кут ϕ  = 2π радіан, а час

t=60 с. Кутова швидкість буде     
с
рад

30

πω = .

Задача 2.4.

Знайти кутову швидкість турбіни, що відповідає 15000 об/хв.

Скористаємось формулою (2.8):  
30

nπω = . Після підстановки числових даних

ω =1571 рад/с.

x=2t cм
r=4 cм
y=f (t)

VB=?

Рис. 2.10.
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Задача 2.5.

Тіло, починаючи обертатись рівноприскорено зі стану спо-
кою, робить 7 200 обертів за перші дві хвилини. Знайти кутове
прискорення тіла.

Використаємо формулу (2.11): 
2

t
t

2

0

εωϕ += .   Але

00 =ω . Тоді 
2

t 2εϕ = . Звідки  
2

2

t

ϕε = .  Кут ϕ  знайдемо з формули (2.7).  Nπϕ 2= .

Тоді 
2

4

t

Nπε = ;           πε 2= рад./с.

Задача 2.6.
Махове колесо починає обертатись зі стану спокою рівноприс-
корено. Через 10 хвилин після початку руху воно має кутову
швидкість, яка відповідає 120 об/хв. Скільки обертів N зробило
колесо за цей час?

Виразимо кутову швидкість в рад/с:

4
30

= =п рад
с

πω π .

Використаємо формули (2.9), (2.10) і (2.7):

0

2

0

0

2
0

t

t
t

ω ω ε
εϕ ω

ω

= +

= +

=

2

2

t

t

ω ε
εϕ

=

=
2

t
t

ωε

ωϕ

=

=

2

2

N

N

ϕ π
ϕ
π

=

=
4
600 .

=

=

t
N

N об

ω
π

Задача 2.7.
Знайти радіус R маховика, якщо при
обертанні швидкість точок на його
ободі 6 м/с, а швидкість точок, які
знаходяться на 15см ближче до осі
обертання, 5,5 м/с (рис. 2.11).

Скористаємось формулою (2.12):
VA = ω ·ΟΑ. (а)

ω 0 = 0
N = 7200 об.
t = 120 с

?ε =

ω0 = 0
120=n  об/хв.

 t = 600 c

 N = ?

VA = 6 м/с
VB = 5,5 м/с
АВ = l = 0,15 м

ОА = R = ?

Рис. 2.11.
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.BV OBω= ⋅     Тоді  VA – VB = .)( lABOBOA ⋅=⋅=− ωωω

Звідси            .A BV V

l
ω −= З виразу (а): .AV

OA R
ω

= =

Тоді        
BA

A

VV

lV
R

−
⋅

=  ;   R=1,8 м.

Задача 2.8.

Махове  колесо  радіусом  2 м  обертається рівноприско-
рено зі стану спокою. Через 10 с точки, які знаходяться на
ободі, набули швидкості 100 м/с. Знайти швидкість, нор-
мальне і дотичне прискорення цих точок колеса для мо-
менту часу 15 с (рис. 2.12).

В момент часу t1 швидкість  V1 = 1ω R. Тоді 1
1V

R
ω = =

50 рад/с, 1ω  – де кутова швидкість колеса в момент часу t1. Знайдемо кутове

прискорення колеса:   ω1 = ω0 + εt1, 00 =ω . Тоді  
11

tεω = .

Звідси  1

1

5
t

ωε = =   (рад/с).

В момент часу t2=15с кутова швидкість

2 2 75tω ε= = рад/с. Знайдемо швидкість і прискорення
точки А колеса в момент часу t2:

2 2 75 2 150V Rω= = ⋅ = (м/с);
2 2
2 75 2 11250na Rω= ⋅ = ⋅ =  (м /с);

5 2 10a Rτ ε= = ⋅ = (м/с).

Задача 2.9.

Вал радіусом 0,2 м приводиться в рух тілом D,
яке опускається вниз по закону x=2t 2 (м), де x –
відстань тіла D до місця сходу троса з поверхні
вала, t-час в секундах. Знайти кутову швидкість

Рис. 2.12

ω0 = 0;   R = 2 м

t 1 = 10с;    t 2 = 15 с

V 1 = 100 м /с

V2 =?
an = ?
aτ = ?

R = 0,2 м;   х = 2t2 м;    t 1 = 2 c

=1ω ?  =1ε ? VA =?  =n
Aa ?

=τ
Aa ?
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і кутове прискорення вала, а також швидкість, дотичне і
нормальне прискорення точок на поверхні валу через дві
секунди після початку руху тіла D (рис. 2.13.).

Нам відомий закон руху тіла D. Тому швидкість і при-
скорення тіла D:

4 ,D

dx
V t

dt
= =      D 4( / )D

dV
a м с

dt
= = .

Точка А вала має таку ж швидкість, як і тіло D:
 .4tVV DA ==

Дотичне прискорення точки А і прискорення тіла D
однакові:

4A Da aτ = = (м/c2).     При  t1 = 2c,   VA = 8 (м/с).

Знайдемо кутову швидкість тіла:

1

8
40

0,2
AV

R
ω = = = (рад/с). 401 =ω  рад/с.

Тоді нормальне прискорення точки А:

2 2
1 40 0,2 320n

Aa Rω= ⋅ = ⋅ = (м/с 2 ).

Кутове прискорення:  4
20

0,2
Aa

R

τ

ε = = = (рад/с2);

Задача 2.10.

Два тонких диска обертають-
ся на загальній осі. Відстань
між дисками 0,3 м, швидкість
обертання 2400 об/хв. Куля,
яка летить паралельно осі
обертання на відстані 0,1 м від
неї, пробиває ці диски. Отво-

ри в дисках зміщені один відносно другого на
відстань 0,03 м, рахуючи її по дузі кола. Чому
дорівнює швидкість кулі? (рис. 2.14)

Рис. 2.13.

Рис. 2.14.

l = 0,3 м
n = 2400 об/хв.
R = 0,1 м
S = 0,03 м

V – ?
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Рис.  2.15.

2400
80

30 30

nπ πω π⋅ ⋅= = = (рад/с).

Відстань l між дисками куля пролітає з швидкістю

l
V

t
= , (1)

де t – час руху кулі між дисками.
За цей же самий час t точка А диска зміщується на відстань S і попадає в поло-

ження А1: S=U · t,

 де U – швидкість точки А диска, .
S

t
U

=

Швидкість   U = ω · R.     Тоді     
R

S
t

⋅
=

ω
(2)

Підставимо вираз (2) у  вираз (1): 251( / ).
l R

V м с
S

ω⋅ ⋅= =

Задача 2.11.
Редуктор швидкості передає обертання від вала І до вала ІІ
за допомогою чотирьох зубчастих коліс 1, 2, 3, 4, які оберта-
ються навколо нерухомих осей (рис. 2.15). Вал І робить 630
об/хв. Яка кутова швидкість в об/хв вала ІІ, якщо зубчасті
колеса мають слідуючі числа зубців: z1 = 20, z2 = 60, z3 = 10, z4
= 70. Яке передаточне число редуктора?

Кутова швидкість колеса 1 і вала І однакові. Розглянемо пару коліс 1–2. Вико-
ристаємо формулу (2.24):

 
1

2

2

1

z

z=
ω
ω .            Звідси          1

2

1
2 ωω ⋅=

z

z
.

Кутові швидкості коліс 3 і 2 однакові, тому що вони
жорстко закріплені на загальному валу:

1
3 2 1

2

z

z
ω ω ω= = ⋅ . (1)

nІ = 630 об/хв.
z1 = 20;   z2 = 60
z3 = 10;   z4 = 70

ωΙΙ = ?
i – ?
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Рис.  2.16.

Розглянемо пару коліс 3–4:   
3

4

4

3

z

z
=

ω
ω

.

Звідси           3
4

3
4 ωω ⋅=

z

z
. (2).

Кутові швидкості колеса 4 і вала ІІ однакові: 4IIω ω= .

Підставимо вираз (1) у вираз (2):       1
42

31
4 ωω ⋅

⋅
⋅

=
zz

zz
. (3).

Відношення кутових швидкостей дорівнює відношенню чисел обертів за хви-
лину. Тоді з рівняння (3):

1 3
4 1

2 4

20 10
630 30

60 70II

z z
n n n

z z

⋅ ⋅= = ⋅ = ⋅ =
⋅ ⋅

 (об/хв).

Передаточне число 1

4

I

II

i
ω ω
ω ω

= = ,   2 4

1 3

60 70
, 21

20 10

z z
i i

z z

⋅ ⋅= = =
⋅ ⋅

.

Отже                              nII = 30 об/хв.;   i=21.

Задача 2.12
З якою швидкістю піднімається вантаж В, якщо радіуси коліс
слідуючі: r1=0,1 м, r2=0,2 м, r3=0,3 м. Колеса 2 і 3 знаходяться на
одному валу і жорстко з ним з’єднані. Колесо 1 обертається з
кутовою швидкістю, що відповідає 120 об/хв (рис. 2.16).

Маємо пасову передачу (див. пункт 2.7.3.):

1 2

2 1

;
r

r

ω
ω

=  1
2 1

2

,
r

r
ω ω= ⋅

де 1

120
4

30 30

nπ πω π= = =  (рад/с).

В зв’язку з тим, що колеса 2 і 3 жорстко
з’єднані з їхнім загальним валом,

маємо   1
2

1
23 ωωω ⋅==

r
r

.

Швидкість точки А колеса 3:

r1 = 0,1м
r2 = 0,2м
r3 = 0,3
n = 120 об/хв.

VB = ?
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3 3АV r ;ω= ⋅        1 3
1

2

.A

r r
V

r
= ⋅ω

Швидкості точок В і А однакові:    VB= VA.

1 3
1

2

; 0,6 / .B B

rr
V V м с

r
ω π= ⋅ =

2.9. Задачі для самостійного розв’язування

Задача 2.13.

На краю диска, який рівномірно обертається навколо нерухомої осі, знахо-
диться невелике тіло. В той момент, коли швидкість тіла напрямлена вертикально
вгору, тіло відривається від диска і летить вгору. Максимальна висота, яку дося-
гає тіло, дорівнює 1,8 м. Яка кутова швидкість обертання диска в об/хв.?

Прийняти g = 10 м/с2, π  = 3,14.

Відповідь: n = 191 об/хв.

Задача 2.14.

На диск радіусом 0,2 м намотаний трос, до кінця якого прикріплений ван-
таж. Вантаж починає опускатись з прискоренням 0,2 м/с2. Яка буде кутова
швидкість диска, коли вантаж опуститься на 10 м? З яким кутовим прискоренням
обертається диск?

Відповідь: ω  = 10 рад/с, ε  = 1 рад/с2.

Задача 2.15.

При запуску електродвигуна ротор радіусом r=0,4 м обертається по закону
ϕ = 0,3t2,  де ϕ  – в рад,  t – в с. Знайти кут повороту ротора через 10 с після
початку обертання, його кутову швидкість і кутове прискорення, а також лінійну
швидкість, дотичне і нормальне прискорення точок на ободі ротора.

Відповідь: ϕ1 = 30 рад;   ω1 = 6 рад/с;   ε1 = 0,6 рад/с2;   V1 = 2,4 м/с;
an =14,4 м/с;    aτ = 0,24 м/с2.
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Задача 2.16.

По проекту Ціолковського для створення штучної сили тяжіння на жилих
штучних супутниках, які мають форму кільця (тора), необхідно надати їм обер-
тальний рух навколо осі симетрії. Знайти період такого обертання, щоб люди, які
знаходяться в цьому супутнику, мали земну силу тяжіння, якщо їх відстань до осі
обертання дорівнює 39,2 м (g = 9,8 м/с2).

Відповідь: T = 4 с.

Задача 2.17.

При рівносповільненому гальму-
ванні привода ведучий шків 1 пасової пе-
редачі зробив 350 обертів і зупинився. Яке
кутове прискорення веденого шківа 2,
якщо в момент початку гальмування він
обертався з кутовою швидкістю, що відпо-
відає 300 об/хв? (рис. 2.17).

Відповідь: ε2 = – 0,393 рад/с2.

Задача 2.18.

Через скільки часу зубчасте конічне ко-
лесо 1 радіусом r1 = 10 см буде мати кутову
швидкість ω 1= 300 рад/с, якщо воно приво-
диться в обертальний рух колесом 2 радіу-
сом r2 = 15 см. Колесо 2 обертається рівноп-
рискорено з стану спокою з кутовим приско-
ренням 2ε = 2 рад/с2  (рис. 2.18).

Задача 2.19.

Електродвигун, зробивши після відключення 675 обертів, зупинився через
30 секунд. Вважаючи рух рівносповільненим, знайти початкову кутову швидкість
і закон обертання електродвигуна.

Відповідь: πω 90=o  рад/с;     )60(
2

3 tt −⋅= πϕ  рад.

Рис. 2.17

Рис. 2.18
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Задача 2.20.
В механізмі домкрата з валом ІІ жорстко

з’єднані зубчасті колеса 2 і 3, а з валом ІІІ – зубчасті
колеса 4 і 5 (рис. 2.19). Ведучий вал І передає обер-
тання за допомогою зубчастих коліс 3 і 4 валу ІІІ, а
від останнього за допомогою зубчастого колеса 5
– зубчастій рейці А. Число зубців: z1 = 8, z2 = 32, z3 =
16, z4 = 24. Радіус колеса 5   r5 = 5 см.

Знайти швидкість і прискорення рейки А че-
рез 3 секунди, якщо ведучий вал І обертається
рівноприскорено зі стану спокою з кутовим при-
скоренням πε 6

1
= рад/с2.

Відповідь: VA = 0,471 м/с ; aA = 0,157м/с2.

3. Плоский рух твердого тіла

3.1. Означення плоского руху
Якщо всі точки тіла рухаються в площинах, паралельних деякій нерухомій

площині, то такий рух тіла називається плоскопаралельним (плоским) рухом
тіла.

Цей рух тіла в практичній діяльності людини відіграє важливу роль, тому ми
приділимо значну кількість часу для вивчення цього руху. Наведемо деякі при-
клади цього руху (рис. 3.1, 3.2). На рис. 3.1 (а) показано рух круглого циліндрич-

ного котка. Проведемо нерухому площину П,
яка перпендикулярна осі обертання O1 O2 катка.
Проведемо площини П1 , П2 і т. д., які паралельні
площині П і перетинають тіло котка. Отримали
кругові перерізи S1,  S2 і т. д. Точки, які знахо-
дяться в цих перерізах, рухаються разом з пере-
різами паралельно нерухомій площині П. Якщо
при русі котка всі перерізи S1,  S2 і т. д. будуть
залишатись в площинах П1, П2 і т. д., то в цьому
випадку тіло виконує плоский рух. В подаль-
шому площини  будемо суміщати з нерухомою
площиною (з площиною рисунка), а замість
всього тіла будемо зображати тільки фігуру S
(рис. 3.1.б) і вивчати рух цієї плоскої фігури.Рис. 3.1

Pис. 2.19
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Рух кривошипно-шатунного
механізму показано на рис. 3.2. Всі
ланки цього механізму можуть ру-
хатись тільки в одній площині.

Кривошип ОА виконує обер-
тальний рух навколо осі, що прохо-
дить через точку О; повзун В вико-
нує поступальний рух. Шатун АВ,
як видно з рис. 3.2, виконує складний рух, але всі точки шатуна АВ рухаються в
одній площині. Шатун АВ виконує плоско-паралельний (плоский) рух.

3.2. Рівняння плоского руху твердого тіла
Як уже відмічалось раніше, плоский рух твердого тіла тотожний руху його

плоского перерізу. Тому в подальшому будемо розглядати рух тільки перерізу
тіла, сумістивши його для зручності з площиною рисунка.

Нехай тіло виконує плоский рух. Розглянемо рух плоского перерізу S цього
тіла (рис. 3.3). В площині руху фігури S виберемо систему координат XOY. Візьме-
мо на площині S точки А і В, і проведемо вектор AB .

Запишемо очевидну векторну
рівність:

B A ABρ ρ= + ,            (3.1)

де Bρ  і Aρ  – радіус – вектори відпов-
ідно точок А і В тіла.

З плином часу радіус – вектори

Bρ і Aρ  змінюються, тобто є функці-
ями часу. При русі тіла відстань між
точками А і В не змінюється (тіло твер-
де), тобто модуль вектора const,АВ =  але змінюється напрям вектора AB  зав-
дяки тому, що фігура S може обертатись в площині XOY. Це означає, що вектор
AB є функцією часу:

AB AB= (t). (3.2)
Вирази (3.1) і (3.2) є векторними рівняннями плоского руху твердого тіла.

Примітка:  При поступальному русі тіла вектор constАВ =  (див. розділ 1).

При плоскому русі тіла вектор constАВ ≠ .

 Рис. 3.2.

 Рис. 3.3.
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3.3. Представлення плоского руху тіла на поступальний рух разом з
полюсом і обертальний рух навколо полюса

Нехай тіло виконує плоский рух. Рух цього тіла будемо розглядати як рух
відрізка АВ, що з’єднує точки А і В цього тіла (рис. 3.4).

Нехай в початковий момент часу
тіло займало положення I, а через де-
який проміжок часу–положення II. В
положенні II тіла відрізок АВ зайняв
положення  А1В1.

Яким чином відрізок АВ із поло-
ження I попав в положення II? Візьме-
мо за полюс точку А. Нехай тіло руха-
лось поступально і точка А попала в точ-
ку А1. Тоді точка В відрізка АВ повинна
попасти в точку В2. Щоб точка В2 попа-

ла в положення В1, необхідно, щоб тіло виконало обертальний рух на кут α1
навколо точки А1 (полюса).

Таким чином, плоский рух тіла можна розглядати як суму двох простих
рухів: 1) поступального руху тіла разом з полюсом, 2) обертального руху тіла
навколо полюса.

Яку ж точку тіла брати за полюс і що зміниться, якщо поміняти полюс?
Візьмемо за полюс точку В, тобто поміняємо полюс (рис. 3.4). Нехай тіло з

положення I рухається поступально і точка В попала в точку В1. Тоді точка А
попадає в положення А2.

Щоб точка А2 попала в положення А1, необхідно тілу зробити обертальний
рух на кут α2 навколо точки В1. Проаналізуємо ці два випадки. По-перше, при
обертальному русі кути α1= α2 і, по-друге, напрям обертання однаковий.

Висновок:
1. Вибір полюса не впливає на обертальний рух тіла, а це означає, що значен-

ня кутової швидкості ω і кутового прискорення тіла не буде залежати від вибору
полюса.

2. Вибір полюса впливає на поступальний рух тіла.
В зв’язку з тим, що плоский рух можна розглядати як поступальний рух тіла

разом з полюсом і обертальний навколо полюса, то можна інакше записати рівнян-
ня плоского руху тіла.

Нехай тіло виконує плоский рух (рис. 3.5). Виберемо декартову систему
координат в площині руху плоскої фігури S. Виберемо на твердому тілі відрізок
АВ. Візьмемо за полюс точку А.

 Рис. 3.4
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Рис. 3.5

Запишемо такі рівняння руху:

1

2

( );

( );

( ).

A

A

x f t

y f t

tϕ ϕ

=
=

=
(3.3)

Перші два рівняння виразу (3.3) характеризу-
ють рух точки А, тобто характеризують поступаль-
ний рух тіла. Третє рівняння виразу (3.3) характе-
ризує обертальний рух тіла навколо полюса А. Та-
ким чином, рівняння (3.3) є рівняннями плоского
руху твердого тіла. Рівняння (3.3) і (3.1) разом з (3.2)
не суперечать одне одному. Рівняння (3.1), (3.2)
записані в векторній формі, а (3.3) – в координатах.

Розглянемо окремі випадки плоского руху тіла.
1. Нехай полюс А не рухається. Тоді тіло буде виконувати обертальний

рух навколо точки А. Це означає, що обертальний рух тіла є одним із видів
плоского руху.

2. Нехай при плоскому русі тіла кут ϕ = const, тобто тіло не обертається навко-
ло полюса А. Це означає, що тіло виконує поступальний рух в одній площині.
Треба зазначити, що поступальний рух тіла може бути не тільки в одній площині.
Тому не можна говорити, що поступальний рух тіла є завжди частинним випадком
плоского руху тіла. На рис. 3.2 поступальний рух повзуна В є частинним випадком
плоского руху, тому що цей рух проходить в одній площині.

3.4. Швидкість точок тіла при його плоскому русі
Знайдемо швидкість точок тіла, яке виконує плоский рух. Візьмемо за по-

люс точку А. Використаємо формули (3.1) і (3.2).
Візьмемо похідну по часу від виразу (3.1):

( )B Ad d d АВ
dt dt dt

ρ ρ= + ,           B
B

d
V

dt

ρ = ,           A
A

d
V

dt

ρ = .

Вектор АВ  характеризує обертальний рух тіла навколо полюса А. Це означає,

що B
BА

d
V

dt

ρ =  є обертальна швидкість точки В відносно точки А (рис. 3.6).

Маємо
B A BAV V V= + . (3.4)

Швидкість довільної точки тіла при його плоскому русі дорівнює век-
торній сумі швидкості полюса і обертальної швидкості цієї точки навколо полюса.
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Рис. 3.7.

Запис BAV  означає, що точка В обертається навколо точки А. Запис 
CAV  говорить

про те, що розглядається обертальна швидкість точки С відносно точки А.
При обертальному русі модуль швидкості BAV  дорівнює:

BAV ABω= ⋅ , (3.5)

де ω – кутова швидкість тіла при його обертанні навколо полюса А.

Обертальна швидкість BAV  напрямлена перпендикулярно радіусу обертання АВ:

BAVBA ⊥ . (3.6)

Якщо використати формулу Ейлера, то  BAVBA ×= ω . (3.7)

де ω  – вектор кутової швидкості тіла.
Якщо розглянути рис. 3.6, то век-

тор ω  напрямлений по осі обертання,
що проходить через точку А, до нас.

Використовуючи формулу (3.7),
формулу (3.4) можна записати в такому
вигляді:

( )B AV V ABω= + × . (3.8)

3.5. Властивості швидкостей точок плоскої фігури,
які лежать на одній прямій

Властивість 1: Проекції швидкостей точок плоскої фігури на лінію, що
проходить через ці точки, рівні.

Нехай тіло виконує плоский рух. Візьмемо за полюс точку А, швидкість
якої AV . Обертання плоскої фігури
відносно точки А показано на рис. 3.7.

Знайдемо швидкість точки С.
Використаємо формулу (3.4):

CAAC VVV += ,  де  CAVCA ⊥   (а)

Спроектуємо вираз (а) на лінію АС:

Рис. 3.6
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.АС C АС A АС CAпр V пр V пр V= +

Але CAАСVпр =0,  тому що ACVCA ⊥ .

Маємо АС C АС Aпр V пр V= . (3.9)
 Вираз (3.9) можна записати інакше:

21 coscos αα CA VV = . (3.10)
Властивість 2: Кінці векторів

швидкостей точок плоскої фігури,
які лежать на одній прямій, також
лежать на одній прямій і ділять її
на частини, пропорційні відстаням
між цими точками.

На рис. 3.8 показані три точки
А, С, В, які лежать на одній прямій,

швидкості яких: , ,A C BV V V .

Маємо:  .
ac cb

AC CB
= (3.11)

Цю властивість швидкостей приводимо без доведення.

3.6. Миттєвий центр швидкостей
В пункті 3.3 ми представили плоский рух

тіла як поступальний рух тіла разом з полю-
сом і обертальний рух навколо полюса. Але
плоский рух тіла можна розглядати як суму
миттєво обертальних рухів відносно деякої си-
стеми точок. Покажемо, що дійсно існують
такі точки фігури, швидкість яких в даний мо-
мент часу дорівнює нулю і тіло в цей час ви-
конує миттєво обертальний рух.

Нехай тіло в плоскому русі в даний момент часу має кутову швидкість ω, а точка
А – швидкість 

AV  (рис. 3.9). Проведемо через точку А перпендикуляр до вектора
швидкості AV . Візьмемо на цьому перпендикулярі точку Р. Використовуючи форму-
лу (3.4), для точки  Р запишемо:

P A PAV V V= + , ( a )

Рис. 3.8

Рис. 3.9
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Рис. 3.10

де швидкість PAV  перпендикулярна відрізку АР.
Модуль швидкості             PAV PAω= ⋅ . (б)

Побудуємо векторну рівність ( a ) в точці Р. В точці Р швидкість AV  і PAV
напрямлені по одній прямій в протилежні сторони. Тому модуль швидкості точ-
ки Р буде: PAAP VVV −= .

З урахуванням виразу (б): APVV AP ⋅−= ω .
Міняючи положення точки Р на перпендикулярі, тобто міняючи відстань

АР, можна знайти таке положення точки Р, при якому швидкість VP = 0.
0 AV APω= − ⋅ .

Звідси AV
AP

ω
= . (3.12)

Таким чином довели, що існує така точка плоскої фігури, швидкість
якої дорівнює нулю. Ця точка називається миттєвим центром швидкостей
(м. ц. ш.).

Миттєвим центром швидкостей називається така точка плоскої фігу-
ри, швидкість якої в даний момент часу дорівнює нулю.

Миттєвий центр швидкостей знаходиться на перпендикулярі до вектора швид-
кості на відстані, яка визначається за формулою (3.12).

Визначимо розподіл швидкостей точок
плоскої фігури в тому випадку, коли в даний мо-
мент часу відомо положення миттєвого центра
швидкостей. Нехай це буде точка Р (рис. 3.10).

Візьмемо за полюс точку Р. Знайдемо швид-
кості довільних точок А і В:

;A P APV V V= +  
B P BPV V V= + .

Але швидкість VP = 0.

Тоді ;A AP B BPV V V V= = .

Це означає, що:      ;A BV AP V BP⊥ ⊥ . (3.13)

;APVAP ⋅=ω BPVBP ⋅= ω .

Маємо:              ; .A BV AP V BPω ω= ⋅ = ⋅ (3.14)
АР, BP – називаються миттєвими радіусами обертання.
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Рис. 3.11

Візьмемо відношення:   
A

B

V AP

V BP

ω
ω

⋅=
⋅ .

Маємо:
A

B

V AP

V BP
= .  (3.15)

Можна зробити слідуючі висновки:
1. Швидкості точок плоскої фігури в даний момент часу розподіляють-

ся так само, як при обертанні фігури навколо осі, що проходить через миттє-
вий центр швидкості перпендикулярно площині фігури.

2. Модуль швидкості довільної точки плоскої фігури в кожний мо-
мент часу дорівнює добутку кутової швидкості тіла на миттєвий рад-
іус обертання точки. Вектор швидкості перпендикулярний миттєвому
радіусу обертання.

3. Миттєвий центр швидкостей знаходиться на перетині перпендику-
лярів до векторів швидкостей в даних точках.

4. Відношення швидкостей двох точок плоскої фігури прямо пропорцій-
не відношенню відстаней цих точок до м. ц. ш.

5. Кутова швидкість обертання за допомогою м. ц. ш. визначається за
допомогою формули

.A BV V

AP BP
ω= = (3.16)

Щоб знайти кутову швидкість тіла при його плоскому русі за допомо-
гою м. ц. ш., необхідно швидкість якої-небудь точки тіла розділити на її
відстань до м. ц. ш.

3.7. Прийоми знаходження миттєвого центра швидкостей
Розглянемо деякі випадки плоского руху

тіла і прийоми знаходження м. ц. ш.
1. Нехай відома величина і напрям швид-

кості точки А. Треба знайти положення м. ц. ш.,
якщо відомо напрям швидкості точки В (рис. 3.11).
Проведемо через точки А і В перпендикуляри до
напрямів швидкостей AV  і BV . В точці Р, перети-
ну перпендикулярів знаходиться миттєвий центр
швидкостей тіла. Швидкість точки В і кутова
швидкість тіла знаходяться за формулами:
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Рис. 3.13.

Рис. 3.14.

; .A A

B

V AP V

V BP AP
ω= =

2. Нехай точки лежать на спільному пер-
пендикулярі до швидкостей цих точок, швидкості
цих точок паралельні (рис. 3.12). Проведемо
лінію через кінці векторів швидкостей до пере-
тину з спільним перпендикуляром. Точка пере-
тину Р є миттєвим центром швидкостей.

3. Нехай точки лежать на спільному пер-
пендикулярі до швидкостей цих точок, швид-
кості паралельні, але напрямлені в протилежні
сторони (рис. 3.13). Знаходження положення
м. ц. ш. подібне пункту 2.

4. Точки на одному перпендикуляр і, швид-
кості їх однакові по величині і напряму (рис. 3.14).
Якщо виконати побудову, аналогічну пункту 2,
то отримаємо, що лінії не перетинаються, тобто
немає такої точки, відносно якої тіло обертаєть-
ся. Говорять, що м. ц. ш. знаходиться на не-
скінченності. Це означає, що тіло виконує миттє-

вий поступальний рух. Швидкості AV = BV  і, взагалі,
швидкості всіх точок тіла в цей момент часу однакові.

Кутова  швидкість

0=
∞

= AVω . (3.17)

5. Розглянемо рух колеса радіусом R  по нерухомій
площині (рис. 3.15).

Нехай колесо котиться без ковзання по нерухомій
лінії. Нерухома лінія може бути прямолінійною MN,
або криволінійною М1N1. Точка Р – точка контакту ко-

леса з нерухомою площиною. Швидкість точки Р, що належить колесу, повинна
бути такою ж самою, як і швидкість точки Р, що належить лінії MN. Але швидкості
точок, що належать лінії MN, дорівнюють нулю. Тому швидкість точки Р, що
належить колесу, дорівнює нулю.

 VP = 0.  (3.18)

Рис. 3.12.
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Це означає, що точка контакту Р контурa
плоскої фігури з нерухомою лінією MN (M1N1) є
миттєвим центром швидкостей плоскої фігури.

Кутова швидкість колеса знаходиться з
формули

CV

CP
ω = .          (3.19)

Напрями швидкостей точок А, В, D відпо-
відно перпендикулярні до АР, ВР, DP. Знайде-
мо модуль швидкостей точок А, В, D:

A

C

V AP

V CP
= ,   але 

2
2

AP R

CP R
= = .

Тоді 2A CV V= . (3.20)

;B

C

V BP

V CP
= 2

BP

CP
= .

Тоді VB = 2VC. (3.21)
Швидкість точки D по модулю дорівнює швидкості точки А:

  2CD VV = . (3.22)

Крім миттєвого центра швидкостей  Р плоскої фігури можна розглядати
збіжну з нею точку Р нерухомої площини. Слід миттєвих центрів швидкостей в
нерухомій площині називається миттєвим центром обертання плоскої фігури.

Миттєвий центр швидкостей і миттєвий центр обертання (м. ц. о.) – гео-
метрично одна і та ж точка, з тією тільки різницею, що м. ц. ш. – точка рухомої
плоскої фігури, а м. ц. о. – точка нерухомої площини, по якій рухається плос-
ка фігура. Миттєвий центр швидкостей і миттєвий центр обертання з часом
міняють своє положення. При цьому кожний з них викреслює деяку криву:
миттєвий центр швидкостей в площині фігури, а миттєвий центр обертання –
в нерухомій площині.

Геометричне місце миттєвих центрів швидкостей називається рухомою цен-
троїдою, а геометричне місце миттєвих центрів обертання називається нерухо-
мою центроїдою.

Звернемось до рис. 3.15. Так як площина MN нерухома, то швидкості точок
контакту Р1, Р2 дорівнюють нулю, т. б. точки P1, P2 – є  миттєвими центрами
обертання. В розглянутому прикладі лінія MN є нерухомою центроїдою. Точкам

Рис. 3.15.
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Рис. 3.16.

P1, P2... відповідають точки P/1, P/2... поверхні (кола) колеса. Це означає, що рухо-
мою центроїдою є коло колеса.

Узагальнюючи цей приклад, можна сказати, що при всякому не поступаль-
ному русі плоскої фігури рухома центроїда котиться по нерухомій центроїді.

3.8. План швидкостей і його властивості
Швидкості точок тіла можна знайти графічно, побудовою плану швидкостей.
Планом швидкостей називається діаграма, на якій від одного цент-

ра відкладені вектори швидкостей точок плоскої фігури. Ця діаграма
дозволяє знайти швидкість будь-
якої точки плоскої фігури.

Нехай в деякий момент часу
руху плоскої фігури S швидкості її
точок А, В, С і D відомі  (рис. 3.16, а).
Відкладемо від довільної точки О (рис.
3.16, б) вектори швидкостей цих то-
чок у вибраному масштабі, так що

; ; ;A B D CV oa V ob V od V oc= = = = (3.23)
і з’єднаємо a, b, c, d відрізками прямих.

Діаграма, яку отримали, називається планом швидкостей.
Відрізки oa, ob, oc, od  називаються променями, а точки a, b, c, d –  вершина-

ми плану швидкостей.
Розглянемо властивості плану швидкостей.
З трикутника oab плану швидкостей маємо:

ob oa ab= + . (а)
Якщо взяти точку А за полюс, то швидкість точки В плоскої фігури згідно

формыли (3.4) буде:

B A BAV V V= + . (в)
Враховуючи позначення (3.23), вираз (в) перепишемо:

BAob oa V= + (с)

З порівняння виразів (а) і (с), маємо:

BAab V= (3.24)
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Виконуючи аналогічні операції по відношенню до других точок плоскої фігури,
отримаємо:

CBVcb = ,      DCVdc = ,      ADVad = ,      CAVca = ,       DBVdb = , (3.25)
тобто відрізки, що з’єднують вершини плану швидкостей, геометрично рівні обер-
тальній швидкості відповідної точки плоскої фігури навколо другої точки, як на-
вколо полюса.
Тому маємо:

    ab = AB · ω        і      ab ⊥  AB;
     bc = BC · ω        і       bc ⊥  BC;
     cd = CD · ω        і       cd ⊥  CD; (3.26)

ad = AD · ω        і       ad ⊥  AD;
bd = BD · ω        і       bd ⊥  BD;
ac = AC ·ω         і       ac ⊥ AC.

Крім цього: ... .= = = =ab bc cd

AB BC CD
ω (3.27)

Вираз (3.27) дозволяє за допомогою плану швидкостей знайти кутову
швидкість плоскої фігури.

Всі відрізки прямих, що з’єднують вершини плану швидкостей, пропорційні
відрізкам прямих, що з’єднують відповідні точки плоскої фігури, і повернуті
відносно останніх на кут 90° в сторону обертального руху плоскої фігури.

План швидкостей можна побудувати не тільки для окремої плоскої фігури,
але і для плоского механізму, який є сукупністю взаємозалежних плоских фігур.
При цьому, формули (3.26),  (3.27) справедливі тільки для кожної ланки плоского
механізму окремо, але не для всього механізму в цілому.

3.9. Побудова плану швидкостей
Розв’яжемо графічно слідуючу задачу. Нехай тіло виконує плоский рух. Нехай

відома швидкість точки А по модулю і напряму. В точці В фігури відомо тільки
лінія MN, по якій напрямлена швидкість цієї точки, а в других точках фігури
невідомі ні модулі, ні напрями швидкостей. Необхідно знайти модуль і напрям
швидкості всіх точок плоскої фігури (рис. 3.17).

З довільної точки О (рис. 3.17,б), відкладемо відрізок AVoa =  і проведемо
пряму, паралельну MN. З властивостей плану швидкостей випливає, що відрізки,
які з’єднують вершини плану швидкостей, перпендикулярні відрізкам, які з’єдну-
ють відповідні точки фігури, тобто ab ⊥  AB  і т. д.



236

Щоб знайти положення вершини b
плану швидкостей, проведемо з вершини a
пряму, перпендикулярну АВ. Точка  знай-
деться на перетині цього перпендикуляра і
прямої, по якій напрямлена швидкість точ-
ки В. Таким чином, промінь ob  плану
швидкостей рівний BV , знайдений.

Швидкість іншої точки, наприклад D, і

відповідний їй промінь od  плану швидко-
стей можна знайти, з’єднавши цю точку з

точками А і В прямими на плоскій фігурі і провівши перпендикуляри з точок a  і
b плану швидкостей до АD і ВD до їх перетину. Так знайдеться положення верши-
ни d плану швидкостей і відрізок , який визначає швидкість точки D.

Побудова, яка виконана для знаходження  швидкості  DV  точки D, ґрунтуєть-
ся на слідуючому:

D A DAV V V= + ,    D B DBV V V= + ,

де за полюси взяті точки А і В.
Використовуючи позначення (3.25), маємо:

,od oa ad od ob bd= + = + .

де          ADad ⊥ ,   BDbd ⊥ .
Побудову плану швидкостей можна продовжити для будь-якої кількості

точок плоскої фігури.

Якщо промені oa  і ob  побудовані і є необхідність знайти швидкість точки С,
яка лежить на прямій АВ, наприклад на відстані 1/3АВ від точки А, скористуємося
властивістю 2 швидкостей точок фігури (див. пункт 3.5, формула 3.11).

AC ac

BC bc
= .

Тому вершина  c  плану швидкостей буде розміщена на прямій ab  в 1/3ab
від точки  a   (рис. 3.17,б).

Побудову плану швидкостей для механізмів ми розглянемо в подальшому
при розв’язанні конкретних задач.

Рис. 3.17
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3.10. Методика розв’язування задач на знаходження швидкостей
точок при плоскому русі тіла

В цьому пункті ми будемо розглядати рух плоских механізмів, які склада-
ються з декількох ланок. Знаходити будемо лінійну швидкість точок механізму і
кутову швидкість окремих його ланок.

При вирішенні цих задач механізм необхідно зображати на рисунку в тому
положенні, для якого потрібно знайти швидкість точок і кутову швидкість ланок.
Починати розв’язування задачі потрібно з тієї ланки механізму, рух якої відомий
за умовою задачі. Потім потрібно розглянути рух ланки, що має спільну точку з
попередньою ланкою, і так послідовно розглянути рух всіх ланок механізму.

При розгляді руху окремої ланки механізму треба вибрати дві точки цієї
ланки, швидкості яких відомі по напряму, а швидкість однієї з точок повинна бути
відома і по модулю. Це дає можливість знайти миттєвий центр швидкостей для
даної ланки. Знаючи положення м. ц. ш. для даної ланки, можна знайти швидкість
всіх розглядуваних точок цієї ланки, а також кутову швидкість ланки. Кожна ланка
механізму в даний момент часу має свій миттєвий центр швидкостей і свою
кутову швидкість.

В ряді випадків доцільно швидкість точок розглядуваної ланки механізму
знаходити за допомогою теореми про проекції швидкостей точок відрізка на його
напрям.

Якщо для визначення точок механізму використовується план швидкостей,
то механізм в даному положенні зображається в певному масштабі. Доцільно
механізм зображувати в певному масштабі і в випадку використання м. ц. ш.,
якщо відстань точок до м. ц. ш. аналітично важко знайти. В цьому випадку відстані
точок до м. ц. ш. вимірюються на рисунку з врахуванням масштабу.

Необхідні додаткові вказівки  надаються при розв’язуванні конкретних задач.

Задача 3.1.

Кривошип ОА довжиною 20 см рівномірно обертається
навколо осі О з кутовою швидкістю ωOA = 4 рад/с і приво-
дить в рух шатун АВ довжиною 40 см. Кінець В шатуна
рухається по прямій LD, яка складає з горизонтом кут
б = 45°. Знайти швидкість повзуна В, кутову швидкість ωАВ

шатуна АВ і швидкість точки С середини шатуна АВ, якщо
кут β  = 90° (рис. 3.18).

АС = СВ = 0,2 м
ОА = r = 0,2 м
ωOA = 4 рад/с
АВ = 0,4 м
б = 45°;  β  = 90°

VВ = ?   ωАВ = ?
VС = ?
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На рис. 3.18 механізм, що складається з
трьох рухомих елементів, зображений в мас-
штабі за заданими кутами α і β. Допоміжні
лінії, які необхідно було побудувати для роз-
в’язування задачі, показані штриховими.

Кривошип ОА виконує обертальний
рух навколо осі, що проходить через точку
О перпендикулярно площині рисунка.

Швидкість точки А кривошипа:
VA = щОА . ОА, VA = 4  . 0,2 = 0,8 м/с.

Швидкість AV  перпендикулярна раді-
усу обертання ОА. Повзун В рухається вздовж напрямної лінії LD, тому швидкість

BV  напрямлена по лінії LD. Повзун В виконує поступальний рух. Шатун АВ
виконує плоский рух (див. рис. 3.2). Знайдемо  миттєвий центр швидкостей для
шатуна АВ. Нагадаємо, що м. ц. ш. знаходиться в точці перетину перпендику-
лярів до швидкостей точок розглядуваної ланки. Побудуємо перпендикуляри до
напрямів швидкостей в точках А і В. Точкою перетину перпендикулярів є точка Р.
Точка Р – м. ц. ш.  шатуна АВ.

Використаємо формулу (3.15):

.A

B

V AP

V BP
= (а)

Щоб знайти швидкість VВ, необхідно знати величину відношення ⋅
BP
AP

∆АВР прямокутний (β = 90°), рівнобедрений, бо кут АВР = 45°,
АР = АВ = 0,4 м.

Маємо BP
AP

= sin 45°.

Тоді з виразу (а):  VB = 2A
A

V
V=

sin45  = 1,13 м/c.

Кутова швидкість ωАВ = 
AP

VA ,  ω АВ = =
4,0

8,0
2 (рад/с).

Щоб знайти напрям швидкості точки С шатуна АВ, необхідно з’єднати точку
С з точкою Р (м. ц. ш.) і провести лінію в точці С перпендикулярну СР. По цій лінії

Рис. 3.18.
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в сторону обертання шатуна АВ і буде напрямлена швидкість точки С (рис. 3.18).
Використовуючи формули (3.14), можна знайти модуль швидкості точки С

Vс = ωАВ СР.

З трикутника АСР СР = )(52,022 мАСАР =+ .
Маємо Vc=0,89 м/c.

Задача 3.2.
Навколо осі, що проходить через точку О перпендикулярно
до площини рисунка, обертається кривошип ОA = 0,3 м сіно-
ворушилки з кутовою швидкістю  20 рад/с і приводить в рух
шатун AD, який з’єднаний шарнірно в точці В з повзуном.
Повзун В рухається вздовж горизонтальних напрямних. Для
положення механізму, коли кут α = 30°, ОА = АВ = BD, знайти
миттєву кутову швидкість ωAD шатуна AD і швидкість точок
B i D (рис. 3.19).

Швидкість точки А  VА = ωОА· ОА ; VA = 6 м/с;  VA = ⊥ OA. Швидкість точки В
напрямлена вздовж горизонтальних напрямних. Шатун AD виконує плоский рух.
Миттєвий центр швидкостей для шатуна AD знаходиться в точці Р. Швидкість
точки D перпендикулярна лінії, що з’єднує точки D i P.

Для знаходження швидкості точки В використаємо формулу ( 3.15)

B

A

V BP

V AP
= .

VB = A

BP
V

AP
.

Знайдемо відношення 
АР
ВР .

Трикутник ABP рівнобедренний в
зв’язку з тим, що ОА = АВ. Тоді
∠ АВО = ∠ АОВ = 30°, ∠ ОРВ = 60°,
∠ АВР = 60°. Це означає, що ∆АРВ
рівносторонній, т. б. АР = ВР = АВ = 0,3 м.

Тоді   1=
АР
ВР .  Маємо: VB = VA = 6 м/с.

Рис. 3.19.

ωОА = 20  рад/с
ОА = 0,3 м
ОА = АВ = ВD
α = 30°

ωAD = ?
VB = ?
VD = ?
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Кутова швидкість шатуна АD знаходиться з формули 3.16:
6

20 ( ./ )
0,3

A
АD

V рад с
AP

ω = = = .

Швидкість точки D:  VD = ω AD · PD.
В ∆РВD      РВ = BD = 0,3 м, ∠  PBD = 120°.

Тоді з ∆PBD за теоремою косинусів:

= + − ⋅ ⋅ ° =2 2 2 cos120 0,3 3 .PD PB BD PB BD (м)

Маємо:      VD = 20 33,0⋅  = 10,38 (м/с).

Задача 3.3.

В механізмі приводу решета DL, яке використовується для виділен-
ня великих фракцій сипучих матеріалів, кривошип ОА обертається
з постійною кутовою швидкістю ωо. Знайти кутові швидкість ωCD  i
ωDL,  решета DL і шатуна CD для чотирьох положень кривошипа
ОА (рис. 3.20, а, б, в, г). Прийняти, що ОА = a, АС = 2a, СВ = 3a,
CD = 3a, DL = 3а.

Механізм складається з кривошипа ОА, який обертається на-
вколо осі, що проходить через точку О перпендикулярно площині

рисунка, шатунів АВ і CD, повзуна В, який може переміщуватись тільки по гори-
зонтальним напрямним MN і решета DL, яке може виконувати обертальний рух
навколо осі, що проходить через точку L перпендикулярно площині рисунка.

а) Нехай кривошип ОА займає горизонтальне положення (рис 3.20,а). Точки
А, С, В знаходяться на одній прямій, а точки C, D, L, B знаходяться в вершинах
квадрата CDLB зі стороною 3a.

Швидкість точки А кривошипа VA = ωo a , OAV A ⊥
→

. При обертанні криво-
шипа модуль швидкості точки А не змінюється, тому що кривошип обертається
з постійною кутовою швидкістю ω0.

Швидкість точки В повзуна напрямлена вздовж горизонтальної напрямної
МN. Знайдемо миттевий центр швидкостей шатуна АВ.

Проведемо перпендикуляри до швидкостей в точках А і В. Ці перпенди-
куляри перетинаються в точці В. Це означає, що м. ц. ш. шатуна АВ знахо-
диться в точці В, швидкість VВ = 0 і шатун АВ в цей час виконує миттєвий
обертальний рух навколо цієї точки (дивись пункт 3.7). Знайдемо швидкість
точки С, швидкість якої перпендикулярна СВ.

ωОА = ωО
ОА = a
АС = 2a
СВ = 3a
CD = 3a
DL = 3a
ω CD – ?
ω DL –?
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Рис. 3.20.
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0

3 3 3 3
; ; ; .

5 5 5 5
c

c A c
A

V CB CB a
V V V a

V AB AB a
= = = = = ω

Миттєва кутова швидкість шатуна АВ

5
oA

AB

aV

AB a

ωω = = ,             0

1

5ABω ω= .

Швидкість точки D  DLV D ⊥
→

. Знайдемо м. ц. ш. шатуна CD. Проведемо
перпендикуляри до напрямів швидкостей в точках С і D. Ці перпендикуляри пара-
лельні і тому ніде не перетинаються. Це означає, що м. ц. ш. для шатуна CD
знаходиться на нескінченності, шатун CD виконує миттєво поступальний рух,
швидкості всіх його точок однакові і кутова швидкість шатуна СD дорівнює нулю
(дивись пункт 3.7).

ωCD =0;  0

3

5D CV V aω= = .

Решето DL обертається навколо осі, що проходить через точку L.

;
DL

VD
DL =ω   

0

0

DL 5

1

a3

a
5

3

ω
ω

ω == ;  ωDL  = 0,2 ω0.

б) Нехай кривошип ОА повернувся на кут 90° і зайняв верхнє вертикальне
положення. Всі ланки механізму поміняли своє положення (рис 3.20,б). Швидкість
точки А OAV A ⊥

→
, швидкість точки В напрямлена вздовж лінії MN. Знайдемо

миттєвий центр швидкостей шатуна АВ в цьому його положенні. Швидкості
точок А і В паралельні, а значить паралельні будуть і перпендикуляри до на-
прямів швидкостей в точках А і В. Це означає, що м. ц. ш. шатуна АВ в цьому
його положенні знаходиться на нескінченності, швидкості всіх його точок одна-
кові і кутова швидкість дорівнює нулю:

VC = VB = VA = ω 0 a ;   ω AB = 0.

Розглянемо рух шатуна CD. Швидкість точки D   ⊥ .DV DL  Миттєвий центр
швидкостей шатуна CD знаходиться в точці Р1 і шатун CD виконує миттєвий обер-
тальний рух навколо осі, що проходить через точку Р1, з кутовою швидкістю ωCD.

Знайдемо швидкість точки D і кутову швидкість ωCD:
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1 1

1 1 1 1

; ; .CD D
D C CD

C

VV DP DP V
V V

V CP CP CP DP
= = = =ω

Необхідно знайти відстані DP1 і СР1 точок D i C до м. ц. ш. Р1. Аналітично ці
відстані знайти важко, тому їх значення візьмемо з рисунка. Зрозуміло, що ме-
ханізм побудований в певному масштабі (масштаб показаний на рис. 3.20,а)

Маємо:   DP1 = a, CP1 = 3a.

Тоді:   VD = 0

1

3
аω ,  0 0

1
0,33

3CDω ω ω= = .

Для решета DL:  
DL

VD
DL =ω ;   00 11,0

9

1 ωωω ==DL .

в) Нехай кривошип від початкового положення повернувся на кут 180° і
зайняв горизонтальне положення (рис 3.20, в).

   Миттєвий центр швидкостей для шатуна АВ знаходиться в точці В (подібне
розглядалося в пункті “а”)

VB = 0;       0 0

1
; 0, 2 .

5
A

AB AB

V

AB
= = =ω ω ω ω

Швидкість точки С:             0

3 3
; .

5 5
= =C A CV V V aω

Розглянемо рух шатуна CD. Для нього м. ц. ш. знаходиться в точці Р2:

2 2

2 2 2 2

; ; .CD D
D C CD

C

VV DP DP V
V V

V CP CP CP DP
= = = =ω

З рисунка (3.20, в)        DP2 = 5,8a, CP2 = 3,3а.
Тоді:

VD = 1,76VC; VD = ω0 a ;    0

2

0,6
;

3,3
C

CD

V a

CP a

ωω = =    ωCD = 0,18ω0.

Кутова швидкість решета DL:

Розмір 0
0

3

1

3
ω

ω
ω ===

a

a

DL

VD
DL ;     ωDL = 0,33ω0.

г) Нехай кривошип від початкового положення повернувся на кут 270°
(рис. 3.20,г). В цьому випадку шатун АВ виконує миттєвий поступальний рух:

VB = VC = VA =ω0 a ;     ωAB = 0.
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ω
α = 30°
β  = 60°
а;   b;   r

VD – ?

Для ланки CD м. ц. ш. знаходиться в точці Р3:

      
3 3

3 3 3

; ;D C
D C CD

C

DPV DP V
V V

V CP CP CP
ω= = = .

З рисунка маємо: DP3 = 1,3а;   CP3 = 2,3а.
Тоді

VD = 0,57VC;  VD = 0,57ω0а;  0 43,0
3,2

ωωω ==
a
a

СD ω0;   ωCD = 0,43ω0

Знайдемо кутову швидкість решета:

0
0 0

0,57
; 0,19 ; 0,19

3
D

DL DL DL

aV

DL a

ωω ω ω ω ω= = = =

Проаналізуємо рух решета DL. На рис. 3.20(а, г) решето обертається віднос-
но точки L за ходом годинникової стрілки, а на рис. 3.20(б, в) – проти ходу годин-
никової стрілки. Це означає, що решето виконує коливальний рух навколо осі L.

Задача 3.4.

Поршень приводиться в рух за допомогою кривошипного механі-
зму з зубчастою рейкою і зубчастим сегментом. Знайти швидкість
поршня в положенні механізму, яке показане на рис. 3.21, якщо
при цьому  α = 30°, β  = 60°. Кутова швидкість кривошипа ω 0.

Розміри вказані на рисунку.

Швидкість точки А кровошипа ОА

VA = rω0.
Швидкість точки А напрямлена перпендикулярно радіусу ОА обертання, а

шатун АВ перпендикулярний до ОА (згідно умови задачі), тому напрям швидкості
AV

→
 співпадає з напрямом відрізка АВ. Ланка ВС обертається навколо осі, що

проходить через точку О1 перпендикулярно рисунку. Тому швидкості точок В і С
перпендикулярні ВС:

BCV B ⊥
→

;   ВСV C ⊥
→

.

Шатун АВ виконує плоский рух. В попередніх задачах швидкість точок
при плоскому русі тіла ми знаходили за допомогою миттєвого центра швид-
костей. В цій задачі знайдемо швидкість точки В, використовуючи те, що про-
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екції швидкостей двох точок плоскої фігури
на лінію, що з’єднує ці точки, рівні (дивись
пункт 3.5).

0cos ; ;
cos cos

A
B A B B

rV
V V V V

ωα
α α

= = = .

Так як центр обертання ланки ВС є  точ-
ка О1, то

0; ;
cos

C
C B C

B

V raa a
V V V

V b b b

ω
α

= = = .

Всі точки зубчастої рейки мають однакові швидкості. Тому швидкість порш-
ня D буде:

VD = VC;  
b

ar
VD 3

32 0ω
= .

Задача 3.5.
Для заданого положення шарнірного чотирьохланкового  меха-
нізму знайти швидкості точок А і В, якщо кривошип ОА обер-
тається з кутовою швидкістю ω = 20 рад/с. ОА = 0,1 м (рис. 3.22).

Знайдемо швид-
кість точки А.

VА= ⋅ω ОА=2 (м/c), VА=2 м/c;
 .OAVA ⊥

Так як ланка ВС обертається навко-
ло осі, що проходить через точку С, то
вектор швидкості точки В перпендику-
лярний радіусу ВС:

BV ⊥ BC.

  Ланка АВ механізму здійснює плос-
кий рух. Точки А і В належать ланці АВ. Проекції швидкостей AV  і BV  на лінію АВ
повинні бути рівними:

VАcosα =VВcos β .

З рисунка 3.22 можна встановити, що α = 30 °;  β = 45°.

Рис. 3.21.

ω = 20 рад/c
ОА = 0,1 м

VА = ? VB = ?

Рис. 3.22.
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VAcos30° =  VВ cos45°;    VB = VA
cos30
cos45

°
°

;    VB = 2,45 м/c.

  Читачеві даємо можливість перевірити цей результат, використову-
ючи м. ц. ш.

Задача 3.6.
Кривошип О1А обертається з кутовою швидкістю ω = 15 рад/с.
Знайти для заданого положення механізму швидкості повзунів
В і С, якщо О1А = 0,2 м, а значення відповідних кутів показано
на рис. 3.23,а. Швидкість повзунів С і В знайти за допомогою
плану швидкостей.

Знайдемо швидкість точки А:
VA= ω · O1A;      VA = 3 м/c.

  Швидкість повзуна В напрямлена по лінії МN, а повзуна С – по лінії ML.
  Щоб знайти швидкість точки В, візьмемо за полюс точку А. Тоді, викорис-

товуючи формулу (3.4), маємо:

,B A BAV V V= +      де   ABVBA ⊥ .

Проведемо аналіз цього векторного рівняння: для вектора AV  відомі вели-
чина і напрям (підкреслимо двома рисками), для векторів BV  і BAV  – тільки на-
прями (підкреслимо однією рискою).

   Розв’яжемо векторне рівняння графічно. Виберемо масштаб для швид-
кості (рис. 3.23,б). Візьмемо на площині полюс О. З полюса О проведемо вектор

ao , який паралельний швидкості AV  і чисельно рівний в масштабі модулю швид-
кості точки А.

ao = AV .

   З точки o проведемо пряму, паралельну швидкості BV , а з кінця вектора
ao  проведемо пряму, перпендикулярну АВ ( т. б. паралельну BAV ). Перетин цих

прямих дає точку b.

 Вектор bo = ВV , bo = BAV .
З трикутника oab на плані швидкостей маємо:

VВ=1,75 м/c;       VAB=3,5 м/с.
Щоб знайти швидкість точки С, візьмемо за плюс точку В.

ω = 15 рад/с.
О1А = 0,2 м

VB = ?  VC = ?
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Тоді           ,C B CBV V V= + CBVCB ⊥ .

  Проведемо аналіз цього
векторного рівняння: вектор BV

відомий за величиною і напря-
мом з попередніх обчислень
(підкреслимо двома рисками),
для векторів CV  і CBV  відомі
тільки напрями (підкреслимо од-
нією рискою).

  На плані швидкостей вектор

BV = bo  вже є. З точки О прове-
демо пряму, паралельну швид-
кості CV , а з кінця вектора bo  проведемо пряму, перпендикулярну ВС. Перетин

цих прямих дає точку c . Вектор Coc V ;=    
CBbc V .=

З трикутника ocb на плані швидкостей маємо:
Vc = 0,45 м/c, Vсв = 1,8 м/c.

Задача 3.7.

Показаний на рис. 3.24 механізм приводиться в рух кри-
вошипом, який обертається з постійною кутовою швид-
кістю 16 рад/с. ОА=АС=1м. Радіус колеса, яке котиться
без ковзання по опорній площині, дорівнює 50 см. Ша-
тун ВD довжиною 2 м приводить в рух повзун D. Знай-
ти швидкості точок A, B, C, D механізму і швидкість
колеса, якщо кривошип ОА знаходиться під кутом 30°
до горизонту, а точка В лежить на горизонтальному
діаметрі колеса.

Перед ознайомленням з розв’язуванням цієї задачі рекомендуємо чи-
тачеві звернутися до пункту 3.7(5).

 Швидкість точки А кривошипа:
VA = ωОА· OA; VA = 16 м/с.

 Швидкість точки С (центра колеса) паралельна площині, по якій колесо ко-
титься. Для шатуна АС, який виконує плоский рух, м. ц. ш. знаходиться в точці Р1.

Рис. 3.23

ωOA = 16 рад/с.
ОА = AC = 1 м.
R = 0,5 м
BD = 2 м
α = 30°

VА= ? VС = ?
VВ = ?  VD = ?
ωК = ?
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1

1

C

A

V CP

V AP
= ;       VC = VA

1

1

AP

СP
.

Легко довести, що трикутник АСР1 рівносторонній. Тому АР1 = СР1.
Маємо: VС = 16 м/с.

Для колеса миттєвим центром швидкостей є точка Р2, точка контакту колеса
з нерухомою поверхнею.

Швидкість точки В напрямлена перпендикулярно ВР і чисельно дорівнює:

2

2

CP

BP

V

V

C

B = ;       VB = VC
2

2

CP

ВP
;       VВ = 2 VC;        VB = 22,6 м/с.

 Кутова швидкість колеса:

Kω =
2CP

VC ; 32
5,0

16 ==Kω  (рад/с.);

Швидкість повзуна D напрямлена по лінії DK. Шатун BD виконує плоский
рух.

Спроектуємо вектори швидкостей точок B і D на пряму DB:
VB cos ϕ = VD cos γ.

Знайдемо кути ϕ і γ. З трикутника DBK: γsin =
BD

BK
=

2

5,0
=0,25.

Маємо: γ = 14,5°;  ϕ  = 45° –14,5° = 30,5°.

Рис. 3.24.
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Тоді    VD = VB γ
ϕ

cos

cos ; DV = 11,8 м/с.

Задача 3.8.

Через блоки 1 і 2 перекинутий трос, кінець К якого рухається з
швидкістю 0,72 м/с. Знайти кутові швидкості блоків 1 і 2, і
швидкість вантажу D, якщо радіуси блоків r1 = r2 = 0,12 м
(рис. 3.25). Блок 1 –  нерухомий блок, блок 2 – рухомий блок.

Блок 2 обертається навколо осі, що проходить через точку С, і разом з віссю
обертання переміщається вгору (в даному випадку). Тому блок 2 називається
рухомим блоком.

   Блок 1 обертається навколо осі, що проходить через точку О1 , але його
вісь обертання не переміщується. Тому блок 1 нази-
вається нерухомим блоком.

   Кінець К троса рухається з швидкістю KV . Швид-
кості всіх точок троса, аж до точки В, однакові. Тому
швидкості точки А ободу блока 1 і точки В ободу блока
2 однакові.

72,0=== BAK VVV  м/с.

Постає цілком закономірне запитання: чому
тільки до точки В швидкості точок троса однакові?
Звернемо увагу на ділянку К1Р троса. Ця ділянка тро-
са нерухома, бо нерухомим є кінець К1. Всі точки
троса К1Р нерухомі. Для блока 2 точка Р є миттєвим
центром швидкостей (VP  =  0). В даному випадку рух
блока 2 подібний руху колеса, який розглядався в
задачі 3.7. Тут нерухомою площиною є К1Р і по ній блок 2 котиться. Швидкість
точок обода блока 2 на ділянці від В до Р змінюється від VB  =  VK до VP  =  0.

   Розподіл швидкостей точок, які розміщенні по діаметру ВР, показаний на
рис. 3.25. Швидкість точки С (центра блока):

1

2C BV V= ; 0,36CV =  м/с.

  Швидкості точки D вантажу і точки С однакові:
36,0== CD VV   м/с.

VK  = 0,72 м/с
r1 = r2 = 0,12 м

ω1  = ?  ω2  = ?
VD  = ?

Рис. 3.25.
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Рис. 3.26

  Щоб знайти кутову швидкість обертання тіла, необхідно модуль швидкості
точки тіла розділити на радіус обертання точки.

Для блока 1:  1 1
1

0,72
, 6

0,12
AV

r
= = =ω ω  (рад./с) ;    ω1 = 6 рад./с.

 Для блока 2: 2 2 2
2

0,72
, , 3

2 0, 24
B BV V

BP r
= = = =ω ω ω (рад./с) ;  ω2 = 3 рад./с.

 Для точки В блока 2 миттєвим радіусом обертання є відстань ВР від точки В
до миттєвого центра швидкостей  Р.

Задача 3.9.

Колесо 2 радіусом r2, за допомогою кривошипа ОА котиться без
ковзання по нерухомому колесу 1, радіус якого r1. Кутова швидкість
кривошипа ОА дорівнює ω0. З якою кутовою  швидкістю обертаєть-
ся колесо 2? Знайти швидкості точок В і D колеса 2 (рис. 3.26).

Швидкість точки А кривошипа ОА:
)( 21 rrV oA +⋅= ω

  Колесо 2 виконує плоский рух. Воно рухається по нерухомій поверхні коле-
са 1. В точці Р контакту колеса 2 з колесом 1 і знаходиться миттєвий центр швид-

кості колеса 2. Швидкість точки А колеса 2 відома.
  Кутова швидкістей колеса 2 визначається за

тією ж самою формулою, за яким визначалась куто-
ва швидкість блока 2 (задача 3.8.):

2 .= AV

AP
ω  2AP r= ;

1 2
2

2

.
+

= ⋅ o

r r

r
ω ω

Швидкість  точки  В:

AB VV 2= , VB = 2(r1 + r2) ω0.

r1
r2
ω0

VB = ?
VD = ?
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Швидкість точки D: AD VV 2=  , oD rrV ω)(2 21 += .

Якщо  колеса мають однакові радіуси (r1= r2), то кутова швидкіть колеса 2 як
видно з формули (1), вдвічі більша за уктову швидкість кривошипа:  ω2 = 2ω0 .

Задача 3.10.
За допомогою талевого ступінчастого барабана 1, вал якого
обертається з кутовою швидкістю 2 рад/с, виконується підйом
труби  2.  Знайти  швидкість  підйому  труби ,  якщо
R1=20 см, r1 = 10 см. Ділянки тросів BN і АЕ вважати верти-
кальними (рис. 3.27).

Знайдемо швидкості точок К і L ступінчастого барабану 1.  1 1 40 / ;KV r см сω= =

1 1 20 / .LV R см сω= =  Швидкості точок троса на ділянці від точки К до точки В
труби однакові. Тому швидкість точки В труби VB = VK = 40 см/с. Швидкості
точок троса на ділянці від точки L до точки А труби однакові. Тому швидкість
точки А труби VА=VL = 20 см/с.

Напрями швидкостей точок А і В труби показані на рис. 3.27. Рух труби є
плоским рухом. Рух цієї труби подібний руху рухомого блока 2  (див. рис. 3.25)
Відмінності такі: у рухомого блока 2 одна ділянка троса рухома, а друга
(права) – нерухома, тому миттєвий центр швидкостей для блока 2 співпадає
з точками нерухомої ділянки троса; при русі труби і ліва, і права ділянки
троса рухомі і тому місцезнаходження м. ц. ш. для труби невідоме.

Знайдемо положення миттєвого центра швидкостей для труби.
Точки А і В труби,

що лежать на кінцях го-
ризонтального діамет-
ра, мають різні швид-
кості по величині, пара-
лельні і напрямлені в
протилежні сторони.
Такий випадок плоско-
го руху тіла розглядав-
ся в пункті 3.7 (рис. 3.13).
З’єднаємо кінці век-
торів швидкостей точок

ω=2 рад/с
R1= 20 см
r1 = 10 см

Vc =?

Рис. 3.27.
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А і В лінією. Точка Р перетину цієї лінії з діаметром АВ є миттєвим центром
швидкостей для труби 2. На рис. 3.27 показано положення точки Р і напрям швид-
кості точки С – центра тяжіння труби.

Запишемо залежність між швидкостями точок при плоскому русі тіла:

АР
ВР

V

V

A

B = , ,2=
A

B

V

V ВР = r + CP, AP = r – CP. 2=
−
+=

CPr

CPr

АР
ВР .

Маємо: rCP
3

1= .

Знайдемо швидкість точки С:

СР
ВР

V

V

C

B = ; rrrBP
3

4

3

1 =+= ; 4=
СР
ВР

.

Маємо:   BC VV
4

1= ,      Vc = 10 cм/с.

Задача 3.11.
Планетарний механізм приводиться в рух кривошипом ОВ, який
з’єднує осі трьох коліс 1, 2, 3. Колесо 1 нерухоме; кривошип обер-
тається з кутовою швидкістю ω0. Знайти кутові швидкості колес 2 і 3,
якщо радіуси коліс r1,  r2,  r3. (рис. 3.28).

Знайдемо швидкості точок А і В кривошипа:
        VА = ω0 (r1 + r2 ),    VВ = ω0 (r1 + 2r2 + r3).

Колеса 2 і 3 виконують плоский рух.
Колесо 2 рухається по поверхні нерухомого колеса 1. Тому точка Р2 є миттє-

вим центром швидкостей колеса 2. Для колеса 2 відомо положення м. ц. ш. і
швидкість точки А. Це дозволяє нам знайти швидкість точки D колеса 2:

2 2 2

2 2 2

2
, 2, 2.D D

A A

V DP DP r V

V АР АР r V
= = = =

VD = 2VA  . VD = 2w0  (r1 + r2).

    Кутова швидкість колеса 2:

2
2 AP

VA=ω ,  ω2 = 0
2

21 )(
ω⋅

+
r

rr ,    0
2

1
2 1 ωω 





+=

r

r
.

ω0;   r1
r2;    r3

ω2 = ?
ω3 = ?
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Швидкості точки D колеса 2 і точки D колеса 3 однакові. Для колеса 3
відомі швидкості точок D і В. Вектори цих швидкостей паралельні і напрямлені
в одну сторону. Проведемо лінію через кінці векторів швидкостей точок D і В
до перетину з лінією ОМ. Точка Р3 є миттєвим центром швидкостей колеса 3.

Тоді кутова швидкість колеса 3 буде:    3
3

BV

ВР
ω = .

Знайдемо відстань точки В до точки Р3:

3

3

ВР
DP

V

V

B

D = ;      DР3 = r 3  + ВР3 ;     
1 2

1 2 3

2

2
D

B

V ( r r )
.

V r r r

+
=

+ +

Маємо:    3 3 31 2

1 2 3 3 3

2( )
1

2

r BP rr r

r r r ВР ВР
++ = = +

+ + .

Звідси знаходимо:

ВР3 =
31

3213 )2(

rr

rrrr

−
++

.

Тоді         
1 3

3
3

o

( r r )
,

r
ω ω−= ⋅          

1
3

3

1 o

r
.

r
ω ω

 
= − ⋅ 

 

Рис. 3.28.
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Розглянемо окремий випадок.
Нехай колеса однакові: rrrr === 321 . Тоді кутова швидкість колеса 2 буде

ω3=2ω0.  Кутова швидкість колеса 3 дорівнює нулю   (ω3= 0).
Те, що кутова швидкість ω3= 0, означає, що колесо 3 виконує поступальний

рух.
Задачу 3.11 ми розв’язали методом миттєвих центрів швидкостей (мит-

тєвих осей обертання). Цю задачу (та і багато інших) можна розв’язати
іншим способом, який має назву – метод миттєвої зупинки (метод Вілліса).
Роберт Віліс (1800–1875) – англійський механік.

В розділі 2 (пункт 2.7) ми розглядали передаточні механізми, в яких осі обер-
тання коліс були нерухомими. В механізмі, який показаний на рис. 3.28, осі, що
проходять через точки А і В коліс 2 і 3, обертаються навколо осі, яка проходить
через точку О. Тому формули, які використовувались в пункті 2.7, тут використа-
ти не можна. Якби кривошип ОА не обертався, а всі колеса механізму оберта-
лись, то в цьому випадку можна було б використати формули п. 2.7.

Розглянемо тепер суть метода миттєвої зупинки.
Нехай в даний момент часу, тобто до зупинки, кривошип ОА має кутову

швидкість ω0, а колеса 2  і  3 – відповідно ω2  і  ω3. Так як колесо 1 нерухоме, то його
кутова швидкість ω1 =  0.

Метод Вілліса полягає в слідуючому: надамо всьому механізму рух, про-
тилежний руху кривошипа ОА, з кутовою швидкістю ω0. В цьому випадку ми
отримали зупинку кривошипа, а механізм перетворився в звичайний зубчас-
тий механізм з нерухомими осями, для якого можемо використати формули
пункту 2.7.

Для зручності використання цього метода складають таблицю значень мит-
тєвих кутових швидкостей всіх ланок механізму до і після зупинки кривошипа.

Як видно з таблиці, кривошип зупинився, а колесо 1 стало обертатись, тобто
планетарний механізм перетворився в редуктор з нерухомими осями обертання.

При зачепленні коліс 1 і 2:
1

2

2 r

r

o

o −=
−

−
ωω

ω
. (а).

При зачепленні коліс 2 і 3:
2

3

3

2

r

r

o

o −=
−
−

ωω
ωω

. (б).
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В правих частинах виразів (а) і (б) стоїть знак мінус, який показує, що кутові
швидкості контактуючих коліс протилежно напрямлені.

Розв’язуючи рівняння (а) і (б), знаходимо:

1
2

2

1
r

( );
r

ω = + 1
3 0

3

1
r

( ) .
r

ω = − − ω

Ці значення кутових швидкостей співпадають з раніше знайденими зна-
ченнями кутових швидкостей. Знак “–”  у виразі для кутової швидкості ω3
говорить про те, що кутова швидкість ω3 має протилежний напрям кутової
швидкості кривошипа, що видно з рис. 3.28.

Задача 3.12.
Планетарний редуктор швидкостей складається з чотирьох
зубчастих коліс. Перше колесо (число зубців z1 = 20) насад-
жене на ведучий вал І, який обертається з кутовою швидкі-
стю, що відповідає 4500 об/хв. Колеса 2 і 21 (z2 = 25) вільно
надсаджені на водило Н, яке жорстко зв’язане з веденим
валом ІІ. Третє колесо (z3 = 70), з внутрішнім зачепленням,
нерухоме. Знайти передаточне число і = nІ/nІІ цього редук-
тора і число обертів за хвилину веденого вала ІІ (рис. 3.29).

Розв’яжемо цю задачу двома способами: 1) методом миттєвих осей обер-
тання, 2) методом миттєвої зупинки.

 1. Метод миттєвих осей обертання
Згідно умови задачі, ми можемо знайти швидкість точки В колеса 1:

VB = ω1r1,

де r1 – радіус колеса 1.
Точка В – спільна точка коліс 1 і 2. Колесо 2 в точці С контактує з колесом 3,

яке нерухоме. Тому точка С є миттєвим центром швидкостей колеса 2 і через цю
точку проходить миттєва вісь обертання (м. в. о.) Для колеса 2 відома швидкість
точки В і відоме розміщення миттєвого центра швидкостей.

З рис. 3.29.б видно, що швидкість точки А

VА = 
2

1
 VВ;        VА = 

2
11rω

 .

Аналогічно знаходиться швидкість точки А1.
Водило Н обертається разом з валом ІІ. Для водила відомі швидкості точок А

z1 = 20    z2 = 25
z3 = 70
N1 = 4 500 об/хв.

nІІ = ?  і = ?
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і А1. Тоді кутова швидкість ω Н водила буде:

)(2 21

11

21 rr

r

rr

VA
IIH +

=
+

==
ω

ωω ,

де 21 rr + – радіус обертання точки А навколо осі ІІ, r 2  –  радіус колеса 2.

Звідси )1(2
)(2

1

2

1

211

r

r

r

rr

II

+⋅=
+

=
ω
ω

.

Враховуючи те, що відношення радіусів пропорційне відношенню

кількості зубців, то )1(2
1

211

z

z

n

n
і

IIII

+⋅===
ω
ω

.

Після підстановки числових даних, маємо:  і = 4,5.

Тоді       1 4500
1000( / .);

4,5

n
n об хв

іΙΙ = = =     IIn =1000 об/хв.

Рис. 3.29.
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2. Метод миттєвої зупинки
Складемо таблицю значень миттєвих кутових швидкостей коліс редукто-

ра і водила.

При зачепленні коліс 1  і  2 :
1

2

2

1

r

r

H

H −=
−
−

ωω
ωω

. (а)

При зачепленні коліс 2  і  3 :
2

32

r

r

H

H +=
−

−
ω

ωω . (б)

Між колесами 1  і  2 зовнішнє зачеплення, тому в правій частині виразу (а)
стоїть знак “–”. Між колесами 2 і 3 внутрішнє зачеплення, тому в правій частині
виразу (б) стоїть знак “+”

Перемножимо почленно вираз (а) на (б):

1

31

r

r

H

H −=
−

−
ω

ωω
.

Звідси:      ,1
1

3

2

1

r

r
і +==

ω
ω    

1

31
z

z
i += .

Після підстановки числових даних  і = 4,5.

3.11. Задачі для самостійної роботи на знаходження
швидкостей точок при плоскому русі тіла

Задача  3.13.

В кривошипно-шатунному механізмі OAB дано: OA = 0,1 м; AB = 0,2 м;
а = 0,1 м; ωОА = 10 рад/с.

Визначити швидкість точки В.
Знайти на шатуні АВ точку D, швидкість
якої напрямлена по шатуну, і визначи-
ти величину цієї швидкості (рис. 3.30).

Відповідь: VB = 0,577 м/с;
VD = 0,5 м/с; BD = 0,05 м.

Рис. 3.30.
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Задача  3.14.

Знайти швидкість точки D шатуна CL в
показаному на рисунку 3.31 положенні ме-
ханізму. Кут CLO1 = 90°; ланка LO 1 гори-
зонтальна, а ланка ОА – вертикальна.
Швидкість повзуна В

VB = 12 м/с; CLDL
3

1= .

Відповідь: VD = 4 м/с.

Задача  3.15.

В механізмі компресора кривошип OA
довжиною r обертається з постійною куто-
вою швидкістю ω0.

Знайти швидкість VC точки С в момент,
коли кут ϕ = 90°, якщо при цьому точки О,
В, С, лежать на горизонтальній прямій, а
відрізок BD = b перпендикулярний до ОВ.

CD = a  (рис. 3 32).

Відповідь: VC =
0

ω
b

ra
.

Задача  3.16.

Для заданого положення механізму
знайти швидкість шарнірів B, C і повзуна D.
Кривошип обертається з кутовою швидкістю
ω =10 рад/с,  OA = 0,25 м,  BC= CK (рис. 3.33).

Відповідь: VB = 2,5 м/с, VC = 1,25 м/с,
VD = 1,71 м/с.

Рис. 3.31.

Рис. 3.32.

Рис. 3.33.



259

Задача  3.17.

Механізм, який показаний на рисунку 3.34, при-
водиться в рух силою, що діє на повзун E. Знайти
швидкість точок D, B, A механізму і кутову швидкість
кривошипа O1A, якщо в даний момент часу швид-
кості повзуна E  VE = 4 м/с. Розміри ланок механізму:

r = 0,1м;    АВ = 3,5r,     0,6;
BC

DC
=      BC = DE = 4r.

Відповідь: VD = 4 м/с, VB = 2,5 м/с,

VA = 2,8 м/с, ωOA = 28 рад/с.

Задача  3.18.

Кривошип OA обертається навколо осі O з ку-
товою швидкістю 4 рад/с. Зубчасте колесо 2 радіу-
сом r2= 20 см котиться без ковзання по нерухомому
колесу l радіусом 10 см і приводить в рух шатун ВС.
Знайти кутову швидкість колеса 2, шатуна ВС і
швидкість точок В і С в момент, коли радіус АВ скла-
дає продовження кривошипа. CO⊥ OB (рис. 3.35).

Відповідь:  2ω = 6 рад/с; BCω = 0, VB  = VC = 240 см/с.

Задача  3.19.
Для зображеного на рис. 3.36 механізму шля-

хом побудови плану швидкостей знайти швидкості
точок В, D кутові швидкості всіх ланок, якщо веду-
чий кривошип O1C обертається з кутовою швидкі-
стю ωΟ1C =10 рад/с,

О1А = 15 см,  О1С = 30 см,
АВ = 100 см,  О1О2 = 100 см,
О2В = 50 см,   СD = 80 см.

Відповідь: VB= 107 cм/с, BAω =0,07 paд/c,

VD=190 cм/c, CDω =3,4 рад/с

Рис. 3.35.

Рис. 3.34.

Рис. 3.36.
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Задача 3.20.
Кривошип ОА обертається рівномірно з куто-

вою швидкістю  ωΟΑ = 3 рад/с і приводить в рух шатун
AB. Точка B шатуна є центром колеса 1, яке котиться
без ковзання по нерухомому колесу 2. Радіуси обох
коліс однакові: r1 = r2 = 20 см. Знайти кутові швидкості
колеса 1 і кривошипа CB, який має вісь обертання,
що проходить через центр С нерухомого колеса 2.
OA = AB = 40 см (рис. 3.37).

Відповідь:  ω = 4 3  рад/с, ωCB = 2 3  рад/с.

Задача  3.21.
Рух вантажу 1 описується рівнянням

x = 10 t2 + 5 (см). Яку кутову швидкість мають блок 2
і коток 3 в момент часу  t = 2 с. Радіуси  r1 = r2 = 80 см
(рис. 3.38).

Відповідь: VC = 20 см/с, ω2 = 0,5 рад/с,
ω3 = 0,25 рад/с.

Задача  3.22.
Система складається з нерухомого блока 1 і ру-

хомих блоків 2 і 3, радіуси яких однакові. Вантаж A
рухається вниз згідно рівняння x = 5 t3 (см).

Яку швидкість буде мати вантаж  B  в момент
часу t = 2 c (рис. 3.39).

Відповідь: VB = 15 см/с.

Задача  3.23.
 Зубчасте колесо 1 редуктора швидкостей неру-

хоме. Спарені зубчасті колеса 2 і 3, які вільно насад-
жені на вісь, приводяться в рух валом А, який робить
50 об/хв. (рис. 3.40). Знайти число обертів за хвилину
вала В, з’єднаного з зубчастим колесом 4, якщо чис-
ло зубців z1 = 120, z2 = 20, z3 = 60, Z4 = 40.

Відповідь:   500 об/хв.

Рис. 3.37

Рис. 3.38

Рис. 3.39

Рис. 3.40
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3.12. Прискорення точок тіла при його плоскому русі
Ми розглядали різні способи знаходження швидкостей точок тіла при його

плоскому русі. Не менш важливою задачею є визначення прискорення точок тіла
при його плоскому русі.

Нехай тіло виконує плоский рух. Відомі його кутова швидкість ω  і кутове
прискорення ε . Вектори кутової швидкості  і кутового прискорення  напрямлені
перпендикулярно площині рухомої фігури. На рис. 3.41(а)  вектори  ε  і ω  співпа-
дають по напряму, тобто вважається, що плоска фігура виконує прискорений рух.

Візьмемо за полюс точку А, прискорення Aa  якої відоме. Знайдемо при-
скорення іншої точки В цього тіла.

Використаємо формулу (3.8) пункту 3.4:

)( АВVV AB ×+= ω . (а)

Підкреслимо, що кутова швидкість ω  і вектор AB  є величини змінні, тобто

залежать від часу. Модуль вектора AB  при русі тіла не змінюється, але змінюєть-
ся його напрям.

Візьмемо похідну по часу від векторного виразу (а):

( ) ( ).B AdV dV d d АВАВ
dt dt dt dt

= + × + ×ω ω

Рис. 3.41.
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В цьому виразі B ,B A
A

dV dV
a a

dt dt
= = – відповідно прискорення точок В і А,

d

dt

ω ε= – вектор кутового прискорення, BA

d АВ
V

dt
= – обертальна швидкість

точки В навколо точки А.
Таким чином, прискорення точок А і В зв’язані між собою співвідно-

шенням:

( ) ( )B A BAa a АВ Vε ω= + × + × . (б)
В розділі 2 ми розглядали обертальний рух тіла навколо нерухомої осі і

представили дотичне і нормальне прискорення точки у вигляді векторного до-
бутку (див. формули 2.21,   2.22).

Векторний добуток ( BA×ε ) в даному випадку дає вектор, який лежить в
площині фігури і перпендикулярний вектору АВ . Позначимо цей вектор че-
рез τ

ВАа  і назвемо дотичним прискоренням точки В при обертанні її навколо
полюса А:

,ВА ВАа AB а АВ= × ⊥τ τε (3.28)

В зв’язку з тим, що вектор ε  завжди перпендикулярний вектору BA  (рис.

3.41, а) то модуль прискорення τ
ВАа  можна знайти з формули:

ВАа ABτ ε= ⋅ . (3.29)

Напрям дотичного прискорення τ
ВАа  показаний на рис. 3.41(а) і 3.41(б). На

рис. 3.41(б)  показано вид фігури з додатного напряму осі AZ.
Вектор обертальної швидкості BAV  точки В при обертанні її навколо по-

люса А напрямлений перпендикулярно вектору BA  і лежить в площині плос-
кої фігури.

Векторний добуток ( )ω× BAV  дає вектор, який лежить в площині фігури і

напрямлений по АВ до полюса А. Позначимо цей вектор через n
BAa і назвемо його

нормальним прискоренням точки В при обертанні її навколо полюса А (рис. 3.41).

n
BA BAa Vω= × . (3.30)

Вектор швидкості BAV  завжди лежить в площині фігури, а вектор кутової швид-
кості ω  перпендикулярний цій площині фігури, тому кут між цими векторами 90°.
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Модуль нормального прискорення буде: .n
ВА BAа Vω= ⋅  Враховуючи те, що

VBA = ω · AB (див. формулу 2.12), маємо:
2 .n

ВАа AB= ⋅ω (3.31)
Вектор нормального прискорення довільної точки плоскої фігури завжди

напрямлений до вибраного полюса.
Співвідношення (б) між векторами прискорень точок плоскої фігури, з

урахуванням позначень (3.28) і (3.30), запишеться у вигляді:

.n
B A BA BAa a a a= + + τ (3.32)

Прискорення довільної точки В плоскої фігури дорівнює геометричній
сумі прискорення полюса, нормального і дотичного прискорень цієї точки при
обертанні її навколо полюса.

Але геометрична сума нормального і дотичного прискорень є прискорен-
ням точки при її обертанні навколо полюса А:

n
BА BA BAa a aτ= + . (3.33)

Вектори n
BAa  і τ

BAa  взаємно перпендикулярні:

n
BA BAa aτ⊥ . (3.34)

Прискорення BАa  є діагональ прямокутника, сторонами якого є приско-

рення n
BAa  і τ

BAa . Модуль прискорення BAa  знаходиться з формули:

2 2( ) ( ) .n
BA BA BAa a aτ= + (3.35)

З урахуванням виразів (3.29) і (3.31), маємо:

2 4
BAa AB ε ω= ⋅ + . (3.36)

Співвідношення (3.32) можна записати в іншому вигляді:

B A BAa a a= + (3.37)

Щоб побудувати вектор прискорення точки В, доцільно спочатку отримати
вектор BAa  як діагональ прямокутника, побудованого на дотичному і нормальному
прискореннях точки В при обертальному русі навколо полюса А. Потім на векторі

BAa  і векторі Aa , перенесеному в точку В, побудувати паралелограм, діагональ якого
по модулю і напряму відповідає вектору прискорення точки В (рис. 3.42).
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Кут між векторами BAa  і BA  по-
значимо через  µ (рис. 3.42). Тоді напрям

прискорення BAa  знайдемо з виразу:

2
.= =BA

n
BA

a
tg

a

τ εµ
ω

(3.38)

З цього виразу видно, що для всіх
точок плоскої фігури кут  µ однаковий,

тому що відношення 2

ε
ω  не залежить

від положення точок плоскої фігури.
На рис. 3.43 показаний механізм, у якого ланка АВ здійснює плоский рух.

Нехай кривошип ОА радіусом r обертається з кутовою швидкістю ωОА і кутовим
прискоренням OAε .

Прискорення точки А:
n

A AO AOa a aτ= + . (3.39)
Згідно умови задачі прискорення точки А можна знайти. Щоб знайти при-

скорення точки В, необхідно за полюс взяти точку А, прискорення якої відоме.
Тоді згідно (3.32) і (3.39) маємо:

n n
B AO AO BA BAa a a a aτ τ= + + + . (3.40)

Якби точка В належала повзуну, то
напрям її прискорення Ba  був би відомий.
В даному випадку точка В належить кри-
вошипу ВК, який обертається навколо точ-
ки К. В цьому русі прискорення точки В
можна розглядати як геометричну суму
нормального і дотичного прискорень:

n
B BK BKa a aτ= + . (3.41)

Підставмо (3.41) в (3.40):
n n n

BK BABK AO AO BA
a a a a a aτ τ τ+ = + + + . (3.42).

Рівняння (3.42) є найбільш повним векторним рівнянням для знаходження
прискорення точки В.

Рис. 3.42

Рис. 3.43.
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Запишемо формули, за якими знаходяться модулі окремих складових век-
торів прискорень виразу (3.42):

2
2 2; ; ;n n B

AO OA AO OA BK BK

Vа OA а AO a BK
BK

τω ε ω= ⋅ = ⋅ = = ⋅

2; ; .n
BK BK ВА AB ВА ABа BK а AB а ABτ τε ω ε= ⋅ = ⋅ = ⋅

Проаналізуємо, які величини відомі і невідомі в векторній рівності (3.42).
Нормальне і дотичне прискорення точки А відомі. В рівності (3.42) підкреслимо їх
двома рисками. Прискорення ВА

nа  і ВK
nа  можна знайти, якщо заздалегідь знайти

кутову швидкість ωΑΒ ланки АВ і швидкість точки В. Це можна зробити за допо-
могою миттєвого центра швидкостей (на рис. 3.43 – це точка P), або плану швид-
костей. Таким чином, прискорення ВА

nа  і ВK
nа  також відомі. Підкреслимо їх у виразі

(3.42) двома рисками. У векторному виразі (3.42) залишились невідомими модулі
прискорень τ

ВАа   і  τ
ВKа  Напрями цих прискорень відомі, вони відповідно перпен-

дикулярні векторам ВА
nа   і   аÂK

n :

;n n
BA BA BK BKa a a aτ τ⊥ ⊥ .

В рівнянні (3.42) ці вектори підкреслимо однією рискою.
Таким чином, у векторному рівнянні (3.42) маємо дві невідомі величини.

Ними є дотичні прискорення  τ
ВАа  і τ

ВKа .
Для розв’язання векторного рівняння (3.42) існує декілька способів:
1) аналітичний спосіб, 2) графічний (план прискорень).
Аналітичний спосіб полягає в тому, що векторне рівняння (3.42) проектується

на дві координатні осі. В цьому випадку отримуємо два скалярних рівняння для
знаходження двох прискорень.

Графічний спосіб полягає в побудові плану прискорень.
Більш детально ці способи будуть розглянуті при розв’язуванні конкретних

задач.
Прискорення точок плоскої фігури можна знаходити за допомогою миттє-

вого центра прискорень.

3.13. Миттєвий центр прискорень
Миттєвим центром прискорень (м. ц. п.) називається точка плоскої фігу-

ри, прискорення якої в даний момент часу дорівнює нулю.
Доведемо, що така точка існує. Нехай відомо прискорення Аа  точки А і

відомі кутова швидкість ω і кутове прискорення ε  плоскої фігури (рис. 3.44).
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Через точку А проведемо
промінь під кутом  µ до вектора
прискорення. Кут µ  будемо відкла-
дати від вектора прискорення в на-
прямі, що співпадає з напрямом
кутового прискорення ε. Значен-
ня кута µ знайдемо з виразу

2ω
εµ =tg . На цьому промені

візьмемо точку Q. Знайдемо при-
скорення точки Q. Візьмемо за полюс точку А. Тоді, згідно (3.37) , QAAQ aaa += .

Згідно (3.36) модуль прискорення 42 ωε += AQaQA , а  напрям прискорен-
ня QAa  складає кут  µ  з відрізком AQ (див. 3.38).

Прискорення Аа  і QAa  напрямлені по одній прямій в протилежні сторони.

Тому прискорення точки Q буде: QAAQ aaa −= ,

або  42 ωε +−= AQaa AQ .
На промені можна підібрати таке положення точки Q, щоб її прискорення

було рівним нулю. aQ = 0. Тоді 042 =+− ωεAQa A .

Маємо     
2 4

Aa
AQ

ε ω
=

+
. (3.43)

Таким чином довели, що існує така точка плоскої фігури, прискорення
якої в даний момент часу дорівнює нулю.

Щоб знайти положення миттєвого центра прискорень, необхідно:

1) за формулою 2ω
ε

µ =tg  знайти кут µ ;

2) під кутом µ , що відкладається від відомого вектора Аа  прискорення
точки в сторону прискорення ε, провести промінь;

3) на промені на відстані 
42 ωε +

= Aa
AQ  взяти точку Q, яка і буде мит-

тєвим центром прискорень.

Рис. 3.44.
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Якщо миттєвий центр прискорень прийняти за полюс, то прискорен-
ня довільної точки плоскої фігури в даний момент знаходиться як приско-
рення цієї точки при її обертальному русі навколо м. ц. п.

Дійсно, прийнявши за полюс точку Q – миттєвий центр прискорень, для
довільних точок А і В плоскої фігури, отримаємо:

; .A Q AQ B Q BQa a a a a a= + = +

Так як 0=Qa ,        то AQA aa =           і          BQB aa = ,

де τ
AQ

n
AQAQ aaa += ,     τ

BQ
n
BQBQ aaa +=  – прискорення точок А і В при їх

обертальному русі навколо м. ц. п.
З цих співвідношень випливає:

2 4
A AQa a AQ ε ω= = + , (б)

2 4
B BQa a BQ ε ω= = + . (б)

Розділимо почленно  вираз (а) на вираз (б):

A

B

a AQ

a BQ
= . (3.44)

Модулі прискорень точок плоскої фігури в кожний момент часу про-
порційні відстаням цих точок до м. ц. п., а вектора прискорень утворюють
один і той же кут µ з відрізками, що з’єднують ці точки з м. ц. п.

На рис. 3.45 показані положення Q – миттєвого центра прискорень і напрями
прискорень точок А і В плоскої фігури.

3.14. Визначення положення миттєвого
центра прискорень

При визначенні положення м. ц. п. плос-
кої фігури, в залежності від початкових даних,
можна використати або умови (3.38), (3.43), або
той факт, що вектори прискорень точок плос-
кої фігури складають з напрямом на м. ц. п.
один і той же кут. Рис. 3.45.
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Розглянемо три основні випадки визначення положення миттєвого центра
прискорень.

Випадок 1. З умови задачі відомі слідуючі величини:
1. Модуль і напрям вектора прискорення однієї з точок плоскої фігури.
2. Модуль кутової швидкості плоскої фігури.
3. Модуль і напрям кутового прискорення плоскої фігури.
Знайдемо положення м. ц. п. плоскої фігури якщо відомі прискорення Аа

точки А, кутове прискорення ε і кутова швидкість ω.
В цьому випадку положення миттєвого центра прискорень можна знайти за

формулами:

2
;arctg=

ε
µ

ω        2 4
.Aa

AQ =
+ε ω

В залежності від величини і напрямів  ω і ε розглянемо три окремих варіанта
цього випадку:

а)  0≠ω , ε = 0.
Кутове прискорення ε дорівнює нулю або при рівномірному обертанні плос-

кої фігури навколо полюса, або в той момент часу, коли кутове прискорення ε
змінює свій знак. В цьому випадку форму-
ли (3.38), (3.43) будуть мати вигляд:

м = arctg0 = 0,   2
Aa

AQ
ω

= .

Таким чином, м. ц. п. в даному випад-
ку лежить на продовженні вектора Аа  і век-
тори прискорень всіх точок плоскої фігури
мають напрям до м. ц. п. Q (рис. 3.46, а).

б) ω = 0, 0ε ≠ .

Такий випадок руху плоскої фігури
можливий, якщо кутова швидкість ω
змінює свій знак. Для цього випадку поло-
ження миттєвого центра прискорень Q зна-
ходиться з виразів:

090 , .Aa
arctg AQµ

ε
= ∞ = =

Кут µ  відкладається в напрямі кутово-
го прискорення. Якщо при русі плоскої фігу-Рис. 3.46.
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ри ω = 0, 0ε ≠  і відомі прискорення двох її точок, то м. ц. п. знайдеться на
перетині перпендикулярів до відомих векторів прискорень (рис. 3.46.б).

в) ω = 0, ε = 0.
В цьому випадку прискорення всіх точок плоскої фігури при обертанні їх

навколо полюса дорівнюють нулю, отже, прискорення кожної її точки дорівнює
прискоренню полюса і миттєвий центр прискорень відсутній.

Випадок 2. З умови задачі відомі модулі і напрями прискорень двох точок
плоскої фігури.

В даному випадку ні величина кута µ, ні напрям кутового прискорення плос-
кої фігури не відомі. Але і те, і друге можна знайти, якщо знайти прискорення
однієї з точок плоскої фігури в її обертальному русі навколо другої точки як
навколо полюса.

Нехай прискорення точок А і В плоскої фігу-
ри відомі (рис. 3.47).

Візьмемо за полюс точку А. Тоді прискорен-
ня точки В можна зв’язати з прискоренням точки
А виразом BAAB aaa += .

Побудуємо при точці В у відповідному мас-
штабі паралелограм прискорень по заданій діаго-
налі Bа  і одній з сторін Аа . Друга сторона пара-
лелограма визначить прискорення BАа  при обер-
танні точки В навколо точки А.

Прискорення BАа  складає кут 
2ω

ε
µ arctg=  з відрізком АВ, який з’єднує

точку В з полюсом А. Кут µ  відкладається в напрямі від вектора BАа  до відрізка
АВ. Це дає змогу знайти напрям кутового прискорення  ε. Відкладемо під кутом
µ від векторів прискорень точок А і В два промені і продовжимо їх до перетину в
точці Q, яка і буде миттєвим центром прискорень.

Якщо прискорення двох точок А і В плоскої фігури паралельні, то спосіб
знаходження миттєвого центра прискорень по-
казаний на рис. 3.48.

В справедливості цієї побудови можна переко-

натися, порівнюючи пропорцію A

B

a AQ

a BQ
=  отрима-

ну з подібності трикутників (рис. 3.48) з аналогіч-

Рис. 3.47

Рис. 3.48
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ною пропорцією (3.44), яка характеризує влас-
тивість миттєвого центра прискорень.

Випадок 3. З умови задачі відома така точ-
ка плоскої фігури, прискорення якої в даний мо-
мент часу дорівнює нулю. Ця точка, якщо вона
єдина, і буде миттєвим центром прискорень.

Для ілюстрації розглянемо прямолінійний рух
колеса, швидкість VQ центра Q якого постійна.
VQ=const (рис. 3.49).

Це означає, що прискорення центра колеса
дорівнює нулю: 0=Qa .

Доведемо, що дійсно точка Q є миттєвим центром прискорень.

Точка Р – миттєвий центр швидкостей. Кутова швидкість колеса 
QP

VQ=ω .

Кутове прискорення колеса 
    





==

QP

V

dt

d

dt

d Qωε
.

При русі колеса відстань QP не змінюється, т. б. QP=const.

Тоді     1
0.Q QdV a

QP dt QP
ε = ⋅ = =

Маємо для колеса: 0ω ≠ , ε = 0.
Такий рух плоскої фігури розглянуто (див. випадок 1 (а), рис. 3.45).
Таким чином, прискорення всіх точок колеса напрямлені до центра колеса,

т. б. точка Q є миттєвим центром прискорень.
Примітка. Цей приклад наочно показує, що миттєвий центр прискорень і

миттєвий центр швидкостей плоскої фігури не співпадають. Дійсно, миттєвим
центром швидкостей колеса є точка Р, прискорення якої 02 ≠⋅= QPa p ω .

3.15. Методика розв’язування задач на знаходження прискорення
точок при плоскому русі тіла

Задачі, які будуть розглянуті в цьому пункті, ми розв’яжемо як аналітич-
ним способом без використання і з використанням миттєвого центра приско-
рень, так і графічним способом.

Рис. 3.49
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Розрахунки потрібно починати з тієї точки, швидкість і прискорення якої мож-
на знайти з умови задачі. Потім цю точку прийняти за полюс. Крім цього потрібно
заздалегідь знайти кутову швидкість плоскої фігури. Детально це питання розгля-
далось в пункті 3.10. Знаючи прискорення полюса і кутову швидкість плоскої
фігури, можна приступати до знаходження прискорення іншої точки плоскої фігу-
ри. Подальший хід розв’язання задач розглянемо на конкретних прикладах.

Задача 3.24.
Вказаному на рисунку 3.50(а) положенні кривошип-
но-шатунного механізму, коли кут АОВ = 30°, швидкість
і прискорення точки В дорівнюють:  VB = 2 м/с,
aB = 3 м/с2, знайти кутове прискорення кривошипа
ОА, якщо ОА = АВ = 0,5 м.

Щоб знайти кутове прискорення OAε  кривошипа
ОА, необхідно знати прискорення точки А. Знайдемо це прискорення. Шатун АВ
здійснює плоский рух. Візьмемо за полюс точку В, прискорення якої відоме. Тоді
прискорення точки А шатуна, згідно (3.32), буде

n
A B AB ABa a a aτ= + + . (1)

Але точка А належить і кривошипу ОА, який обертається навколо осі, що
проходить через точку О
перпендикулярно площині
рисунка. В цьому русі при-
скорення точки А буде:

n
A AО AОa a aτ= + , (2)

де n
AOa , τ

AOa  – нормаль-
не і дотичне прискорення
точки А.

Підставимо вираз (2) у
вираз (1):

n n
AO AO B AB ABa a a a aτ τ+ = + + .(3)

Для шатуна АВ точка
Р  є  миттєвим  центром
швидкостей.

 ∠ АOB = α = 30°
ОА=АВ= 0,5 м
VB = 2 м/с
aB = 3 м/с2

εОА = ?

Рис. 3.50
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Тому

;A

B

V AP

V BP
=

     
.A B

AP
V V

BP
=

З рис. 3.50(а) видно, що  ∆APB рівносторонній. Тому АР = ВР = 0,5 м. Це
означає, що        VA = VB = 2 м/с.

Кутова швидкість шатуна АВ 4==
BP

VB
ABω  (рад/с).

Кутова швидкість кривошипа ОА 4==
AO

VA
OAω  (рад/с).

Проаналізуємо вираз (3). Подібний аналіз, а саме виразу (3.42), нами був
уже зроблений.

Прискорення n
AOa  відоме по модулю і по напряму. Це прискорення на-

прямлене по АО до точки О.

2 24 0,5 8n
AO AOa OAω= ⋅ = ⋅ = (м/с2),       n

AOa =8 м/с2.

У виразі (3) прискорення n
AOa  підкреслимо двома рисками.

Дотичне прискорення OAa OAAO ⋅= ετ  по модулю не відоме, бо не відоме
кутове прискорення AOε ,  хоча напрям відомий, n

AOAO aa ⊥τ . В виразі (3) приско-
рення τ

AOa  підкреслимо однією рискою.
Прискорення точки В відоме, тому підкреслимо його двома рисками.

Прискорення n
AВa  відоме по модулю і по напряму. Це прискорення на-

прямлене від точки А до точки В по лінії АВ. Модуль прискорення

85,0422 =⋅=⋅= ABa AB
n
AВ ω  (м/с2),     n

ABa =8 м/с2.

У виразі (3) прискорення n
ABa  підкреслимо двома рисками.

Залишилось прискорення τ
ABa , яке напрямлене перпендикулярно до n

ABa .

Модуль цього прискорення AB ABaτ = ε ⋅ AB   не відомий, бо не відоме кутове при-
скорення ABε . Підкреслимо τ

ABa  однією рискою.
На рис. 3.50(а) показані напрями всіх прискорень. Таким чином, у виразі (3)

маємо два невідомих прискорення. Виберемо осі координат з початком в точці А.
Спроектуємо вираз (3) на осі координат ХАY.



273

0 0 0cos30 cos60 cos30 ;n n
AO B AB ABa a a aτ= − − + (4)

0 0 0sin 30 sin 60 sin 30 .n
AO B AB ABa a a aτ τ= + + (5)

З виразу (4): 
0 0

0

cos30 cos60

cos30

n n
AO B AB

AB

a a a
aτ + +

= ,   8,16=τ
ABa  м/с2.

З виразу (5): 8,16=τ
AOa  м/с2.

Тоді кутове прискорення AOε  кривошипа ОА:

16,8
33,6

0,5
AO

AO

a

AO

τ

ε = = = (рад/с2), AOε =  33,6 рад/с2.

Задача розв’язана аналітичним способом. Цю саму задачу розв’яжемо
графічно.

Для цього, вибравши певний масштаб для прискорень, розв’яжемо вектор-
не рівняння (3) графічно – побудовою плану  прискорень рис. (3.50(б)).

Приймемо довільну точку π за полюс і від цієї точки спочатку будемо відкла-
дати вектори правої частини рівняння (3). З точки π  проведемо вектор Bab =1π ,
потім із точки b1 проведемо вектор nb1 , паралельний і рівний вектору n

ABa  (т. б.
напрямлений паралельно АВ від А до В). З точки n проведемо пряму, паралельну

τ
ABa  (т. б. напрямлену перпендикулярно до АВ). Довжина вектора τ

ABa  нам не-
відома. Побудуємо вектори, що знаходяться в лівій частині рівняння (3). З точки
π проведемо вектор mπ , паралельний і рівний n

AОa , а з точки m – пряму, пара-
лельну τ

AОa , до перетину з напрямом τ
ABa . Отримана точка перетину а1 і буде

шуканою вершиною плану прискорень, т. б. 1aa A π= .
Використовуючи масштаб, маємо: 4,18=Aa  м/с2, τ

AОa =16,6 м/с2,
τ
ABa =16,6 м/с2.

Задача 3.25.
Кривошип ОА довжиною r паророзподільного меха-
нізму обертається рівномірно навколо осі О з куто-
вою швидкістю 0ω . Знайти швидкість і прискорення
повзуна С для положення, яке зображене на рис 3.51,
якщо при цьому ϕ = 60°, γ = 90°. Прийняти АВ = 6r;
ВС = 3 3 r. Крім цього, за допомогою миттєвого цен-
тра прискорень знайти прискорення точок D і L, які є
серединами шатунів АВ і ВС.

ω0   ϕ = 60°  γ = 90°

AB = 6r ,  BC = 3 3r
AD = BD,   BL = LC

VC = ?   aC = ?
aВ = ?    aL = ?
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З умови задачі ми можемо знайти швидкість і прискорення точки А:

VA = ω0 r;       τ
00 A

n
AA aaa += ,

2
0 0 0 0,n

A Aa r a rτω ε= = ⋅ = 0       (бо 00 =ε ).

Маємо ra A
2
0ω= .

Вектор прискорення напрямлений по АО до точки О.  Напрям швидкості BV
повзуна В показаний на рисунку 3.51.  Для шатуна АВ миттєвий центр швидкос-
тей знаходиться в точці  P1.

Тоді 1

1
B A

BP
V V

AP
= .

З BAP1∆      0
1 1

1
3 , cos30 3 3

2
AP AB r BP AB r= = = = ,

Тоді rVB 03ω= .
Кутова швидкість шатуна АВ:

Рис. 3.51
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0 0
0

1

1
, .

3 3 3
= = = =A

AB AB

rV

AP r

ω ωω ω ω

Знайдемо прискорення повзуна В. За полюс візьмемо точку А:
n

B A BA BAa a a aτ= + + , (1)

2 2
0

2
,

3
= ⋅ =n

BA ABa АВ rω ω      .= ⋅BA ABa ABτ ε (2)

У виразі (2) кутове прискорення ABε  не відоме.
Напрями прискорень в точці В показані на рисунку.
Спроектуємо вираз (1) на осі координат ХВY:

0 cos30 cos60= + ° − °n
BA BAa aτ , (3)

sin 30 sin 60= − + ° + °n
B A BA BAa a a aτ . (4)

З рівняння (3):
0

2
00

cos30 2
3;

3cos60
n

BA BAa a r= = ⋅τ ω      2
0

2 3
.

3BAa r=τ ω (5)

З рівняння (4):

2
0

2 1 2 3 3
1 ;

3 2 3 2Ba r
 

= − + ⋅ +   
ω      

2
0

1
.

3Ba r= ω

З виразу (2), використовуючи вираз (5), знайдемо кутове прискорення ABε
шатуна AB:

2
0

3

9
BA

AB

a

AB

τ

ε ω= = .

Напрям кутового прискорення ABε визначається за напрямом  прискорення
τ
BAa .

Знайдемо положення миттєвого центра прискорень Q1 шатуна АВ:

2
0

1 12 2
0

3
9 3; 60 .

9

= = = = °AB

AB

tg
ωε

µ µ
ω ω

Миттєвий центр прискорень знаходиться в точці перетину променів, які ви-
ходять з точок А і В під кутом 

1
µ  до векторів прискорень. В даному випадку ці
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промені попали на шатун АВ, т. б. м. ц. п. шатуна АВ знаходиться на шатуні.
Відстань від м. ц. п. до точки А можна знайти з формули:

1 2 4
4,5 .A

AB AB

a
AQ r= =

+ε ω

Прискорення точки D знайдемо з відношення

1

1

D

A

a DQ

a AQ
= .

21 1
0

1 1 1

1 1
1

3 3D A A A A

DQ AQ AD AD
a a a a a r

AQ AQ AQ
ω

   −= = = − = =   
   

.

2
0

1

3Da rω= .

Напрям прискорення Da  показаний на рис. 3.51.
Знайдемо швидкість і прискорення точки С шатуна СВ.
Для шатуна ВС  м. ц. ш. знаходиться в точці P2 :

0 02 2 2

2 2 2

; ; sin60 ; sin60 .C
C B C B

B

V CP CP CP
V V V V

V BP BP BP
= = = =

0

3

2CV rω= .

Кутова швидкість шатуна СВ:

0
2

2

3
; 2 6 3 ;

6 3
B

CB CB

rV
BP BC r

BP r

ω
ω ω= = = = .

1

6CBω ω= .

Візьмемо точку В за полюс. Тоді прискорення точки С буде:

n
C B CB CBa a a aτ= + + . (6)

2 2 2
0 0

1 3
3 3 ; .

36 12
= ⋅ = ⋅ =n n

CB CB CBa CB r a rω ω ω
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CB CBa CBτ ε= ⋅ . (7)
Напрями векторів прискорень показані на рис. 3.51.
Спроектуємо векторне рівняння (6) на осі координат Х1СY1:

00 cos60 ;= −B CBa aτ (8)
0sin 60 .= − n

C B CBa a a (9)
З виразу (8):

0 2
0

1
cos60 ;

6CB Ba a rτ ω= = (10)

З виразу (9):

2
0

3
.

12
=Ca rω

З виразу (7), з урахуванням виразу (10), знайдемо кутове прискорення εCB
шатуна CB:

2
0

3
; .

54
= =CB

CB СВ
a

CB

τ

ε ε ω

Знайдемо прискорення точки L. Для цього потрібно знайти положення мит-
тєвого центра прискорень Q2 шатуна СВ.

2 22

2 3
; 49 .

3
= = = °CB

CB

arctg arctg
ε

µ µ
ω

Положення м. ц. п. Q2 шатуна ВС показано на рис. 3.51.
Прискорення точки L знайдеться з відношення:

22

2 2

; .L
L B

B

LQa LQ
a a

a BQ BQ
= =

В зв’язку з тим, що рис. 3.51. побудований в масштабі, то відстані точок L і
B  до м. ц. п. можна знайти, вимірявши їх на рисунку:

2 2 2
0 0 0

1
0,68 0,23 ; 0,23 .

3
= ⋅ = =L La r r a rω ω ω
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r 1 = 5 см
r2 = 15 см
AB = 60 см
AC = AB

01 =ω

121 =ε  рад/с2

aB = ?  ac = ?

Задача 3.26.
Зубчасте колесо 1 радіусом 5 см передає рух зубчастому ко-
лесу 2 радіусом 15 см, шатуну АВ довжиною 60 см і повзуну В
(рис. 3.52). Знайти прискорення повзуна В і кутове прискорен-
ня шатуна АВ в той момент часу, коли OA ⊥  OO1, якщо кутова
швидкість колеса 1 в цей час дорівнює нулю, а його кутове
прискорення дорівнює 12 рад/с2.

Між кутовими швидкостями коліс 1 і 2 існує співвідно-
шення:

2 1

1 2

;
r

r
=

ω
ω     

1
2 1

2

.
r

r
=ω ω (1)

Візьмемо похідну по часу від виразу (1):

2 1 1

2

d d r

dt dt r

ω ω= ⋅ ;

де  1 2
1 2;

d d

dt dt
= =

ω ωε ε  – кутові прискорення коліс 1 і 2.

Маємо   
2

1
12 r

r
εε = . (2)

Співвідношення (2) між кутовими приско-
реннями коліс подібні співвідношенням (1) між
кутовими швидкостями цих коліс.

Згідно умови задачі з виразів (1) і (2) маємо:
02 =ω ,       42 =ε  рад/с2.

Точка А обертається навколо осі, що про-
ходить через точку О. Прискорені точки  А

n
A AO AOa a aτ= + .

Прискорення     02
2 =⋅= OAa n

AO ω
(тому що 02 =ω ).

Прискорення      601542 =⋅=⋅= OAa AO ετ  (см/с2).

Pис.  3.52
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Це прискорення напрямлене перпендикулярно радіусу ОА. Маємо:

60== τ
AOA aa  (см/с2).

Швидкість точки А напрямлена перпендикулярно радіусу ОА, а швидкість
точки В – по ходу повзуна В. Миттєвий центр швидкостей шатуна AB знаходиться
в точці Р. Кутова швидкість шатуна АВ

2 0A
AB

V OA

AP AP

ωω ⋅= = = .

Знайдемо положення миттєвого центра прискорень шатуна АВ:

2
,AB

AB

tg
ε

µ
ω

= = ∞ тобто  µ = 90°.

Прискорення точки В напрямлене по лінії MN.
Миттєвий центр прискорень шатуна знаходиться в точці перетину променів,

які виходять з точок А і В під кутом µ = 90° до векторів прискорень. Ці промені
перетнулися в точці Q. Відстань від точки Q до м. ц. п.

2 4

A A

ABAB AB

a a
AQ

εε ω
= =

+ .

де ABε  – кутове прискорення шатуна АВ.

Звідси
A

AB

a

AQ
ε = .

З ∆АВQ   1,581560 2222 =−=−= BQABAQ  см.

Тоді 03,1
1,58

60 ==ABε  рад/с2.

Знайдемо прискорення точки  В:

15
; ; 60 15,5

58,1
B

B A B
A

a BQ BQ
a a a

a AQ AQ
= = = = см/с2.

5,15=Ba  см/с2.
    Аналогічно, прискорення точки  С:

;
AQ

CQ
aa AC =    31

1,58

30
60 ==Ca  (см/с2);     aC = 31 см/с2.
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Задача 3.27.
Зубчасте колесо 1 радіусом 5 см (рис. 3.53), яке має внутрішнє
зачеплення з нерухомим колесом 2 радіусом 30 см, приво-
диться в рух кривошипом ОС, кутове прискорення якого до-
рівнює 0,8 рад/с2. Знайти прискорення миттєвого центра
швидкостей P в момент часу, коли кутова швидкість криво-
шипа ОС дорівнює 0,4 рад/с.

Згідно умови задачі, ми можемо знайти швидкість і прискорення точки С
колеса 1:

( )C OC 2 1OCV OC r rω ω= ⋅ = − .
n

C CO COa a aτ= + .
2 0,16 25 4n

CO OCa OCω= ⋅ = ⋅ = (см/с2).

0,8 25 20CO OCa OCτ ε= ⋅ = ⋅ = (см/с2).
Напрями цих прискорень показані на рис. 3.53.
Для колеса 1 миттєвим центром швидкостей є точка Р – точка контакту

колеса 1 з колесом 2.
   Кутова швидкість колеса 1.

1 ;CV

CP
ω =

( )2 1 2
1 1

1 1

; 1 .
OC

OC

r r r

r r

ω
ω ω ω

−  
= = − 

 
(1)

З виразу (1) маємо:
    21 =ω  рад/с

Візьмемо похідну по
часу від виразу (1).

1 2

1

1OCdd r

dt dt r

ωω  
= − 

 

r1 = 5 см
r2 = 30 см
ωOC = 0,4 рад/с2

εOC = 0,8 рад/с2

aP = ?   PQ = ?

Рис. 3.53.
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Тут   1
1 ε

ω
=

dt

d
,    OC

OC

dt
ε

ω
=

d  – відповідно кутове прискоренням колеса 1,

кутове прискорення кривошипа ОС.

Маємо:  





−= 1

1

2
1 r

r
OCεε ;      ε1 = 4 рад/с2.

Щоб знайти прискорення точки Р ( м. ц. ш. колеса 1), візьмемо за полюс
точку С, прискорення якої відоме:

n n
P CO CO PC PCa a a a aτ τ= + + + . (2)

Нормальне прискорення      205222
1 =⋅=⋅= CPan

PC ω  (см/с2).
Це прискорення напрямлене від точки Р до точки С.

Дотичне прискорення τ
PCa  напрямлене по кутовому прискоренню 1ε пер-

пендикулярно нормальному прискоренню n
PCa : і визначається за формулою

2 5 4 20PCa CPτ ε= ⋅ = ⋅ = (см/с2)
Спроектуємо векторне рівняння (2) на осі координат ХРУ.

24204 =+=+= n
PC

n
COPX aaa (см/с2);    24=PXa (см/с2).

02020 =−=−= ττ
PCCOPY aaa ;    0=PYa .

Повне прискорення точки Р  24=Pa  см/с2.
Прискорення точки Р напрямлене вздовж РС
Знайдемо положення миттєвого центра прискорень колеса 1.

1

2 2
1

4
1;

2
tg = = =

ε
µ

ω
      µ = 45°.

Кут між прискоренням pa  і відрізком PQ дорівнює 45°.
Відстань м. ц. п. Q від точки Р:

2 2 2 4
1 1

24
3 2

4 2
Pa

PQ
ε ω

= = =
+ +

(см );      23=PQ (см).

Положення точки Q показано на рис. 3.53.
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3.16. Задачі для самостійної роботи на знаходження прискорень
точок при плоскому русі тіла

Задача 3.28.
Кривошип ОА довжиною 40 см обертається навколо осі О з постійною куто-

вою швидкістю ωОА = 2 рад/с і приводить в рух шатун АВ довжиною 80 см. Кінець
В шатуна рухається по напрямній LD, яка складає з горизонтом кут α = 45°.

Знайти прискорення повзуна В і кутове
прискорення шатуна АВ в момент часу,
коли кут β = 90° (рис. 3.54).

Відповідь: Ba = 280  см/с2;
ε = 3 рад/с2.

Задача 3.29.
Знайти швидкість і прискорення

точки D повзуна механізму, зображе-
ного на рис. 3.55. Кутова швидкість
кривошипа O1A постійна і дорівнює
ωОА = 1 рад/с;  O1A = O2B; O1A || O2B;
α =β = 60°; DC = 5 см.

Відповідь: VD = 310 см/с;
aD = 50 cм/с2.

Задача 3.30.

Дві паралельні рейки EL і NK руха-
ються в одну і ту ж сторону за законами
S1 = 2t2 см;  S2 = 3t2 (см). Між рейками
знаходиться диск радіусом r = 10 см, який
внаслідок руху рейок і тертя котиться по
ним без ковзання (рис. 3.56). Знайти для
моменту часу t = 1с швидкість і приско-
рення центра С диска, кутову швидкість і
кутове прискорення диска.

Відповідь: Vc = 5 см/с;  ac = 5 см/с2;
ω = 0,1 рад/с; ε = 0,1 рад/с2.

Рис. 3.54.

Рис. 3.55.

Рис. 3.56.
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Задача 3.31.
Котушка радіусом R = 20 см котиться

без ковзання по горизонтальній площині. На
середню циліндричну частину котушки ра-
діусом r =10 см намотана нитка, яка протяг-
нута паралельно площині, перекинута че-
рез блок і несе на вільному кінці вантаж М,
який опускається вниз зi швидкістю
V = 3t (м/с) (рис. 3.57). Знайти прискорення
точки А котушки, розміщеної з точкою С на
одній вертикалі, в момент часу t =1 с.

Відповідь:  4 26Aa =  м/с2.

Задача 3.32.

В кривошипно-шатунному механізмі з
круговою напрямною КL кривошип ОА має
в даний момент часу кутову швидкість ω0,
кутове прискорення ε0 і складає з горизон-
том кут 60°. При цьому ∠ ΟАB = 90°, ∠ Ο1BA=
= 30°, де O1  – центр кривини напрямляючої.
Знайти в цей момент часу дотичне і нор-
мальне прискорення повзуна В, якщо ОА =
b; АВ=2 3b ; O1B = 2b (рис. 3.58).

Відповідь:

( )2 2
0 0 02 ; 2 3n

B Ba b a bτω ε ω= = − + .

Задача 3.33.

Квадрат АВСD  зі стороною b = 2 см
здійснює плоский рух. В даний момент часу
прискорення його вершин А і В відповідно
дорівнюють по модулю aA = 2см/с2,

4 2Ba = см/с2 і напрямлені, як показано на
рисунку 3.59. Знайти миттєву кутову

Рис. 3.57.

Рис. 3.58.

Рис. 3.59
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швидкість і миттєве кутове прискорення квадрата, а також прискорення точки С.

Відповідь: 
1 2=ω  рад/с;  ε = 1 рад/с2;  aC = 6 см/с2. Прискорення Ca

напрямлене від точки С до точки D.

4. Сферичний рух твердого тіла
Рух твердого тіла, яке має одну нерухому точку, називається оберталь-

ним рухом твердого тіла навколо нерухомої точки.
Якщо тіло обертається навколо нерухомої точки, то всі точки тіла рухаються

по поверхні сфер, спільний центр яких співпадає з нерухомою точкою О. В зв’яз-
ку з цим, рух тіла навколо нерухомої точки, називається сферичним рухом
твердого тіла.

Прикладом сферичного руху тіла є рух дзиги.

4.1. Кути Ейлера. Рівняння руху твердого тіла навколо нерухомої точки
Вияснимо, скільки потрібно параметрів для визначення в просторі поло-

ження твердого тіла, яке має одну нерухому точку. Введемо дві системи коорди-
нат: система координат OX1Y1Z1 – нерухома система координат; рухома система
координат OXYZ зв’язана з рухомим тілом. Точка О – нерухома точка, навколо
якої обертається тіло (рис. 4.1). Положення тіла в просторі буде повністю визначе-
но, якщо буде відоме положення рухомої системи координат OXYZ.

З аналітичної геометрії відомо, що положення рухомої системи координат
відносно нерухомої мож-
на визначити за допомо-
гою дев’яти напрямних
косинусів рухомих осей,
тобто косинусами тих
кутів, які кожна з рухомих
осей утворює з нерухо-
мими осями. Використан-
ня напрямних косинусів
для визначення положен-
ня твердого тіла в про-
сторі на практиці не зруч-
не, тому що потрібно за-
давати дев’ять напрямних
косинусів. Але значно
простіше і зручніше виз-рис. 4.1.
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начати положення системи OXYZ відносно осей OX1Y1Z1 за допомогою трьох
кутів. На практиці найбільше розповсюдження набув вибір трьох кутів, який
запропонував Ейлер (рис. 4.1). Леонард Ейлер (1707–1783) – народився в м. Ба-
зелі (Швейцарія). Його наукова спадщина – понад 850 наукових праць – це дослі-
дження з математики, механіки, теорії пружності, математичної фізики, оптики,
теорії машин, гідромеханіки, астрономії. Ейлер довго жив і працював у Росії як
академік Петербурзької Академії наук, де надрукував 473 наукових праці.

Через ON позначимо лінію перетину координатних плоскостей OX1Y1 і OXY.
Пряма ON називається лінією вузлів. Напрям від О до N будемо вважати додатнім.
Кут між віссю OX1 і лінією вузлів позначимо через ψ і будемо називати кутом
прецесії. Цей кут лежить в площині OX1Y1 і відраховується від осі OX1 проти ходу
годинникової стрілки, якщо дивитись з додатного напряму осі Z1.

Другим кутом Ейлера є кут між координатними площинами OX1Y1 і OXY.
Його вимірюють кутом θ  між осями OZ1 і OZ. Кут θ  називається кутом нутації.
Кут нутації відраховується від осі OZ1 проти ходу годинникової стрілки, якщо
дивитись з додатного напряму лінії вузлів ON.

Кут між лінією вузлів ON і віссю OX позначимо через ϕ. Кут ϕ нази-
вається кутом власного обертання. Кут ϕ лежить в площині OXY і відрахо-
вується від лінії вузлів проти ходу годинникової стрілки, якщо дивитись з
додатного напряму осі OZ.

Кути ψ,  θ  і  ϕ   називаються кутами Ейлера.
При русі тіла ці кути є функціями часу:

1 2 3( ), ( ), ( ).f t f t f tψ θ ϕ= = = (4.1)

Рівняння (4.1) є рівняннями обертального руху твердого тіла навколо неру-
хомої точки. Якщо ці рівняння задані, то в довільний момент часу можна знайти
положення твердого тіла відносно нерухомої системи координат OX1Y1Z1.

Примітка: Крім кутів Ейлера в практиці використовують і кути Крилова.
Олексій Миколайович Крилов (1863–1945) – видатний російський математик,
механік і кораблебудівник, засновник теорії корабля; йому належать ряд видат-
них робіт по наближеним обчисленням, рівнянням математичної фізики, зовні-
шньої балістики і теорії пружності. Кути Ейлера знайшли використання в не-
бесній механіці. Кути Крилова використовуються в технічних задачах – гіроскопії,
динаміці рухомих об’єктів, роботів.

Положення корабля відносно його центра тяжіння С визначається кора-
бельними кутами, які запропонував Крилов. Вісь CX системи координат CXYZ,
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жорстко зв’язаної з кораблем, напрямляється від корми до носа, вісь CY – до
лівого борту, а вісь CZ розміщена в діаметральній площині корабля. В положенні
рівноваги корабля осі системи координат CXYZ співпадають з осями незмінного
напряму системи координат CX1Y1Z1. Кут ψ між віссю CX1 і лінією CN, утворе-
ною перетином площин XYZ і X1CZ1 називається кутом диферента, кут ϕ між
лінією вузлів CN і віссю CX називається кутом рискання. Кут θ між віссю CZ і
лінією СМ перетину площин X1CZ1 і Y1CZ називається кутом нахилу.

Стосовно авіації кути ψ, θ  і ϕ називаються: ψ – кут рискання, θ  – кут тангажа,
ϕ – кут нахилу.

4.2. Теорема Ейлера-Даламбера про переміщення твердого тіла.
Миттєва вісь обертання

Теорема Ейлера-Даламбера має слідуюче твердження:
Тіло, яке має одну нерухому точку, із одного положення в інше можна

перевести одним поворотом навколо осі, що проходить через нерухому точку.
Перед тим як довести цю теорему, ми звернемось до плоского руху тіла.

Вивчаючи плоский рух твердого тіла було встановлено, що існує така точка
тіла (м. ц. ш.), навколо якої тіло робить миттєвий поворот. Існування такої
точки доведено в пункті 3.6. Існування миттєвого центра обертання доведемо
іншим шляхом. Нехай тіло виконує плоский рух. Візьмемо в тілі відрізок АВ.
Через деякий час руху тіла відрізок АВ зайняв положення А1В1 (рис. 4.2).

Доведемо слідуючу теорему:
Всякий не поступальний рух плос-

кої фігури із одного положення в друге
можна здійснити за допомогою одного
повороту на деякий кут навколо деякої
визначеної точки.

З’єднаємо точку А з точкою А1. Че-
рез середину D відрізка АА1 проведемо
перпендикуляр. Аналогічно, через сере-
дину D1 відрізка ВВ1 також проведемо пер-
пендикуляр. Ці два перпендикуляра пере-
тинаються в точці Р. Доведемо, що точка
Р є миттєвим центром обертання плоскої

фігури. Розглянемо трикутники АВР і А1В1Р. У цих трикутників сторони АР=А1Р,
ВР=В1Р за властивістю серединного перпендикуляра, АВ=А1В1. Ці трикутники
мають по три рівні сторони, а тому вони рівні. Повернемо трикутник АВС

Рис. 4.2.
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навколо точки Р на кут α так, щоб сторона АР сумістилась зі стороною А1Р, тоді
сторона ВР суміститься зі стороною В1Р, а відрізок АВ суміститься з відрізком
А1В1. Таким чином, існує така точка Р навколо якої можна одним поворотом
перевести плоску фігуру з одного положення в друге. Ця точка називається мит-
тєвим центром обертання.

Повернемось тепер до доведення теореми Ейлера-Даламбера у випадку
руху тіла навколо нерухомої точки. Як визначалось раніше, всі точки тіла руха-
ються по поверхням сфер, спільний центр яких співпадає з нерухомою точкою О.

Візьмемо в тілі дві точки А і В, які знаходяться на однаковій відстані R від
нерухомої точки О. Проведемо через ці дві точки сферу з центром в точці О (рис.
4.3). Площина трикутника ОАВ перетинає сферу по колу великого круга. Лінія, яка
з’єднує точки А і В є дугою круга радіуса R. Будемо вважати, що точки А і В лежать
на поверхні рухомої сфери з радіусом R, яка рухається навколо нерухомої сфери з
тим же радіусом. Дуга АВ при русі тіла буде зміщуватись по нерухомій сферичній
поверхні і через деякий час займе положення А1В1 (АВ= А1В1) (рис. 4.4).

Доведемо, що із положення I, яке характеризується дугою АВ, можна попа-
сти в положення ІІ, яке характеризується дугою
А1В1 одним поворотом відносно деякої нерухо-
мої осі. Одна точка цієї осі уже відома. Це точка
О. Знайдемо положення другої точки осі. Для
цього, як і в попередньому випадку, з’єднаємо
точки А і А1, В і В1 дугами великого круга, прове-
деними з нерухомої точки тіла. В середині дуг
АА1, ВВ1 точок D і D1 проведемо сферичні пер-
пендикуляри. Ці перпендикуляри лежать на по-
верхні сфери і перетинаються в точці Р. Сферичні
трикутники АВР і А1В1Р рівні, бо мають по три
рівні сторони АР =А1Р, ВР = В1Р, АВ = А1В1. Дове-
дення цього аналогічне попередньому випадку.
Якщо повернути заштрихований сферичний три-
кутник АВР навколо осі, яка проходить через точ-
ку Р і нерухому точку О, то цей трикутник, пере-
містившись по нерухомій сфері співпаде з усіма
точками сферичного трикутника А1В1Р.

Вісь ОР називають віссю кінцевого обертан-
ня. Положення осі ОР залежить від початкового і
кінцевого положення тіла. Якщо проміжок часу
між початковим і кінцевим положеннями тіла

Рис. 4.3.

Рис. 4.4.
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дуже малий ( )012 →∆=− ttt , то вісь кінцевого обертання буде змінювати своє
положення, прямуючи до свого граничного положення. Граничне положення
осі кінцевого обертання при 0→∆t  називається миттєвою віссю обертання
для моменту часу t.

Таким чином, при русі тіла навколо нерухомої точки завжди можна знайти
таку миттєву вісь обертання, навколо якої тіло в даний момент часу виконує
обертальний рух.

4.3. Вектори кутової швидкості та кутового прискорення
Для прикладу розглянемо рух конуса по нерухомій горизонтальній площині.

Вершина О конуса залишається нерухомою (рис. 4.5). Знайдемо положення мит-
тєвої осі обертання.

Миттєва вісь обертання повинна проходити через нерухому точку О. Якщо
конус по нерухомій площині рухається без ковзання, то швидкості точок конуса,
які контактують з площиною, дорівнюють нулю. Це означає, що твірна ОР є мит-
тєвою віссю обертання, яка змінює свій напрям, обертаючись в площині навколо
точки О. Конус навколо миттєвої осі ОР обертається з деякою кутовою швидкі-
стю. Встановимо напрям кутової швидкості. Поняття кутової швидкості як векто-
ра було розглянуто в пункті 2.5, де зазначалось, що вектор кутової швидкості
напрямляється по нерухомій осі обертання. В даному випадку вектор кутової
швидкості ω будемо напрямляти по миттєвій осі обертання в ту сторону, звідки
обертання тіла навколо осі видно проти ходу годинникової стрілки (рис. 4.5). Як

Рис. 4.5.
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зазначалось раніше, миттєва вісь обертання в свою чергу обертається навколо
точки О. Це означає, що вектор кутової швидкості тіла змінює свій напрям. Таким
чином, при обертанні тіла навколо нерухомої точки, кутова швидкість тіла може
змінюватись як по модулю, так і по напряму, тому вона і носить назву – миттєва
кутова швидкість.

При обертанні тіла навколо нерухомої осі кутове прискорення ε  визнача-
лось як перша похідна від функції кутової швидкості (формула 2.4) і напрямля-
лось по осі обертання. Аналогічно будемо визначати кутове прискорення і у
випадку руху тіла навколо нерухомої точки:

.
d

dt

ωε =  (4.2)

У виразі (4.2) кутова швидкість і кутове прискорення є векторними величи-
нами. Кінець вектора кутової швидкості ω при русі конуса рухається по деякій
траєкторії KL. Якщо вектор ω вважати радіусом-вектором точки К, то по ана-

логії з формулою (1.10) модуля 3 (
dt

rd
V = ), можна вважати, що вектор кутового

прискорення ε  напрямлений по дотичній до траєкторії руху точки К і є швидк-
істю, з якою кінець вектора  переміщується вздовж кривої KL (рис. 4.5). Як бачи-
мо, кутове прискорення ε  не напрямлене по миттєвій осі обертання. В подаль-
шому вектор ε  будемо зображувати в нерухомій точці О тіла паралельно лінії,
яка дотична до годографа вектора ω в даний момент часу.

Зазначимо, що крива лінія KL кінця вектора ω може мати різний вигляд, бо
залежить від зміни кутової швидкості по величині і по напряму.

Якщо позначити через 0r  одиничний орт миттєвої осі обертання, то кутову
швидкість можна записати у вигляді

0rωω = ,    де ω – модуль вектора ω.
Скористаємось формулою (4.2):

( ) 0
0 0

drd d d
r r

dt dt dt dt

ω ωε ω ω= = = + .

Позначимо 0
1 0 2; .

drd
r

dt dt
= =ωε ε ω (4.3)

Як було доведено раніше (див. модуль 3, формула 1.48), похідна від одинич-
ного орта дає вектор, який перпендикулярний даному одиничному орту.
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0dr d
n

dt dt

γ=

де одиничний орт 0rn ⊥ ,  1ωγ =
dt

d
 –  є кутовою швидкістю обертання вектора ω

навколо осі, перпендикулярній вектору ω.
Тоді 2 1 nε ω ω= . (4.4).

Вектор кутового прискорення 1ε  напрямлений по миттєвій осі обертання і
характеризує зміну вектора кутової швидкості по величині, а кутове прискорення

2ε , характеризує зміну кутової швидкості тільки по напряму.

1 2ε ε ε= + . (4.5)

Враховуючи те, що 1 2ε ε⊥ , маємо

2 2
1 2ε ε ε= + . (4.6)

Формулу (4.4) перепишемо у вигляді векторного добутку

2 1ε ω ω= × . (4.7)

Примітка: 1. Вектори ω  і ε  потрібно прикласти в нерухомій точці О.
2. Рух конуса (рис. 4.5) можна розглядати як обертальний рух навколо осі симетрії
ОС з кутовою швидкістю rω  і разом з віссю ОС навколо осі OZ1 з кутовою швид-
кістю 1ω .

Тоді 1ωωω += r .
Більш детально ці питання будуть розглядатися в модулі 5.

4.4. Швидкість точок тіла, яке обертається навколо нерухомої точки
Звернемось до рис. 4.5. Тіло (конус) в даний момент часу обертається на-

вколо миттєвої осі обертання ОР. Швидкості всіх точок, які належать миттєвій осі
обертання, дорівнюють нулю. Визначимо швидкість довільної точки М тіла. Для
цього опустимо з точки М перпендикуляр на вісь ОР. Тоді

sinM MV h OMω ω α= ⋅ = ⋅ . (4.8)

Швидкість MV  напрямлена перпендикулярно радіусу Mh , тобто паралель-
но осі OX1.
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При вивченні руху тіла навколо нерухомої осі була отримана формула
Ейлера (2.19) (див. модуль 3). Запишемо формулу Ейлера для випадку руху
тіла навколо нерухомої точки

V rω= × (4.9)
Використовуючи формулу (4.9), визначимо швидкість точки М. Проведемо

з точки О радіус-вектор Mr . Тоді

M MV rω= × .

Модуль швидкості (ωω ,sin⋅= rrV MMM ) αω sin⋅⋅= OM . (4.10)
Порівнюючи вирази (4.8) і (4.10), встановлюємо, що при обертанні тіла на-

вколо нерухомої точки, можна користуватись формулою (4.9) для визначення
швидкості точки тіла як по величині, так і по напряму.

Положення довільної точки М твердого тіла визначається радіус-вектором

r . Якщо x, y і z  – координати точки М в рухомій системі координат OXYZ, а jі ,

і k  – одиничні вектори осей цієї системи координат, то радіус-вектор можна
записати у вигляді

.r xi yj zk= + +
В аналогічному вигляді можна записати вектор кутової швидкості

,x y zi j kω ω ω ω= + +
де  ωx,  ωy   і  ωz  – проекції кутової швидкості на відповідні осі координат.

Розглянемо векторний добуток

( ) ( ) ( ) .= × = = − + − + −x y z y z z x x y

i j k

V r z y i x z j y x k

x y z

ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω

Звідси встановлюємо формули для визначення проекцій вектора швидкості
V  точки М на рухомі координатні осі:

;

;

.

x y z

y z x

z x y

V z y

V x z

V y x

= −
= −
= −

ω ω
ω ω
ω ω

(4.11)

Якщо проекції вектора ω на нерухомі осі координат OX1Y1Z1 позначити
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через ωx1, ωy1  і ωz1, а проекції радіус-вектора r  точки М на ті ж осі – через x1, y1
i z1,  то ми отримаємо  проекції швидкості довільної точки тіла на нерухомі коор-
динатні осі:

1 11 1 1

1 11 1 1

1 11 1 1

;

;

.

x y z

y z x

z x y

V z y

V x z

V y x

ω ω
ω ω
ω ω

= −
= −
= −

(4.12)

Формули (4.11) і (4.12) називаються формулами Ейлера.
Якщо ми візьмемо точку, яка лежить в даний момент часу на миттєвій осі

обертання, то радіус-вектор цієї точки і вектор кутової швидкості ω  тіла будуть
напрямлені по одній прямій, а тому векторний добуток цих векторів дорівнює
нулю, тобто

0rω× = . (4.13)

Рівняння (4.13) представляє собою рівняння миттєвої осі обертання.
Проектуючи векторне рівняння (4.13) на рухомі координатні осі, отримаємо

рівняння миттєвої осі обертання в рухомій системі координат

x y z

x y z

ω ω ω
= = . (4.14)

Аналогічно рівнянням (4.14) ми отримаємо і рівняння миттєвої осі обертан-
ня в нерухомій системі координат

1 1 1

1 1 1x y z

x y z

ω ω ω
= = . (4.15)

4.5. Зв’язок вектора миттєвої кутової швидкості з кутами Ейлера
Якщо задані кути Ейлера в функціях від часу, то проекції кутової швидкості

ω  на рухомі координатні осі визначаються за формулами:

sin sin cos ;

sin cos sin ;

cos .

x

y

z

ω ψ θ ϕ θ ϕ

ω ψ θ ϕ θ ϕ
ω ϕ ψ θ

= +

= −

= +
(4.16)

Проекції вектора ω на нерухомі координатні осі визначаються за формулами:
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1

1

1

sin sin cos ;

sin cos sin ;

cos .

x

y

z

= +

= − −

= +

ω ϕ θ ψ θ ψ

ω ϕ θ ψ θ ψ
ω ϕ θ ψ

(4.17)

Рівняння (4.16) і (4.17) називаються кінематичними рівняннями Ейлера. Оз-
найомитись з доведенням цих формул можна в підручниках [7], [12], [15].

Модуль вектора ω  буде
2 2 2 2 2 2 2 cosx y zω ω ω ω ψ ϕ θ ψϕ θ= + + = + + + . (4.18)

Проекції кутового прискорення визначаються за формулами:

; ; .yx z
x x y y z z

dd d

dt dt dt

ωω ωε ω ε ω ε ω= = = = = = (4.19)

Диференціюючи формули (4.16) по часу, можна визначити проекції векто-
ра миттєвого кутового прискорення ε  через кути Ейлера.

Модуль вектора ε  буде
2 2 2
x y zε ε ε ε= + + .  (4.20)

4.6. Прискорення точок тіла при обертанні навколо нерухомої точки
Щоб знайти прискорення точки М тіла при його обертанні навколо нерухо-

мої точки, необхідно продиференціювати по часу вираз (4.9):

( ) .
dV d d dr

a r r
dt dt dt dt

ωω ω   = = × = × + ×      

Маємо         ( ) ( )a r Vε ω= × + × .

Введемо позначення .обa rε= × . (4.21)
.д осa Vω= × . (4.22)

Тоді       . .об д осa a а= + . (4.23)

Прискорення .оба  називається обертальним прискоренням точки М, а при-

скорення осда .  – доосьовим.
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Вектор обертального прискорення оба  (як видно з формули (4.21)) напрям-
лений перпендикулярно площині, яка проходить через миттєве кутове приско-

рення ε тіла і радіус-вектор r  точки
М, в ту сторону звідки найкоротший
поворот від ε до r  видно проти ходу
стрілки годинника (рис. 4.6).

Модуль обертального приско-
рення визначається за формулою:

( )rrаоб ,sin εε= . (4.24)

У випадку, коли 21 εεε +=  (див.
формулу (4.5)), обертальне прискорен-
ня визначається за формулою

( ) ( ).
1 2

обa r rε ε= × + × . (4.25)
Модуль доосьового прискорення

визначається за формулою:
aд.ос = ωV sin 90° = ω · ωh = ω2h; (4.26)

де h – відстань від точки  М до миттєвої осі обертання.

Доосьове прискорення осда .  напрямлене до миттевої осі обертання (див.
формулу (4.22)).

Модуль прискорення а  точки М визначається за формулою

( ) ( )2 2. . . .2 cos ,об д ос об д оса а а а а β= + + (4.27)

де β  – кут між векторами прискорень .оба  і осда . .
Спроектуємо вектор прискорення а  точки М на осі рухомої системи коор-

динат.
Проекція вектора а  на вісь ОХ, використовуючи формулу (4.11), буде мати

вигляд

( ) .yx z
х y z y z y y z z z y

ddV dd dz dyа z y z y z V y V
dt dt dt dt dt dt

ω ωω ω ω ω ε ω ε ω= = − = + − − = + − −

Підставляючи замість zV  і yV  їх значення з формули (4.11), остаточно отри-
маємо:

Рис. 4.6



295

2

2

2

,

,

,

x y z x

y z x y

z x y z

a z y U x

a x z U y

a y x U z

ε ε ω ω

ε ε ω ω

ε ε ω ω

= − + −

= − + −

= − + −
(4.28)

де zyx zyxU ωωω ++= .
Прискорення az   і   ay отримані шляхом перестановки букв.
Аналогічним шляхом визначаються проекції прискорення a  на координатні

осі ОХ1, OY1 i OZ1 нерухомої системи координат:

2
1 1 1 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 1 1 1 1

,

,

,

x y z x

y z x y

z x y z

a z y U x

a x z U y

a y x U z

ε ε ω ω
ε ε ω ω
ε ε ω ω

= − + −
= − + −
= − + −

(4.29)

де 1111111 zyx zyxU ωωω ++= .

4.7. Методичні рекомендації до розв’язування задач

Задача 4.1.
Закон сферичного руху тіла заданий кутами Ейлера (t – в секун-
дах, кути – в радіанах). Знайти модуль кутової швидкості тіла.

Модуль кутової швидкості ω тіла визначимо за    формулою
(4.18):

2 2 2 2 cosω ψ ϕ θ ψϕ θ= + + + =

 2 2 2 cos
3

ππ π ππ+ + = 3π = 5,44 (рад/с);

ω = 5,44 рад/с.

πψ =  t рад

3

πθ =  рад

tπϕ =  рад

?=ω



296

Задача 4.2.
Рух твердого тіла навколо нерухомої точки заданий кутами Ей-
лера (t – в секундах, кути – в радіанах) . Знайти модулі миттєвої
кутової швидкості і миттєвого кутового прискорення.

Проекції кутової швидкості на нерухомі координатні осі
визначимо за формулами  (4.17):

1

1

1

3
sin sin cos sin sin cos ;

4 3 2 4 8 4

3
sin cos sin sin cos sin ;

4 3 2 4 8 4

cos cos .
4 3 4 8

x

y

z

t t

t
t

 = + = − =  

 = − + = − − = −  

= + = − = −

π π π π π πω ϕ θ ψ θ ψ

π π π π π πω ϕ θ ψ θ ψ

π π π πω ϕ θ ψ

Модуль кутової швидкості

1 1 1 ( / ).
4

= + + =x y z рад сπω ω ω ω    /
4

= рад сπω

Проекції кутового прискорення визначаються за формулами (4.19).

2

1 1

2

1 1

1 1

3
sin ;

32 4

3
cos ;

32 4
0.

x x

y y

z z

t

t

π πε ω

π πε ω

ε ω

= = −

= = −

= =

Модуль кутового прискорення визначається за формулою (4.20).

2
2 2 2 2

1 1 1

3
( / ).

32
= + + =x y z рад сπε ε ε ε

t
42

ππψ −=

3

πθ = ; 
4

t
πϕ =

?, ?ω ε= =
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Задача 4.3.
Обертальний рух твердого тіла заданий кутами Ейлера. Визначи-
ти кутове прискорення тіла, а також величину швидкості і при-
скорення точки  М (0,0,8), координати якої дані в сантиметрах в
системі відліку, жорстко зв’язаної з тілом.

Використовуючи формули (4.16), визначимо проекції мит-
тєвої кутової швидкості тіла ε  на рухомі осі OXYZ:

sin sin cos 2sin sin10 3 sin10 ;
3

sin cos sin 2sin cos10 3 cos10 ;
3

cos 10 ( 2)cos 9.
2

x

y

z

t t

t t

= + = − = −

= − = − = −

= + = + − =

πω ψ θ ϕ θ ϕ

πω ψ θ ϕ θ ϕ

πω ϕ ψ θ

Модуль кутової швидкості
2 2 2 2 21( / ).= + + =x y z рад сω ω ω ω

По формулам (4.19) знайдемо проекції кутового прискорення ε на рухомі
осі координат.

10 3 cos10 ,

10 3 sin10 ,

0.

x x

y y

z

t

t

ε ω

ε ω
ε

= = −

= =

=

Тоді модуль кутового прискорення.

2 2 2 210 3( / ).= + + =y zx
рад сε ε ε ε

Використовуючи формулу (4.11), визначимо проекції швидкості  точки М на
координатні осі:

8 3 cos10 ,

8 3sin10 ,

0.

x y z

y z x

z x y

V z y t

V x z t

V y x

ω ω

ω ω
ω ω

= − = −

= − = −

= − =

10

2
2

3
0; 0

8

=

= −

=

= =
=

t

t

x y

z см

ϕ
πψ

πθ

? ?

?

V

a

ε = =
=
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Таким чином, величина швидкості

8 3 /V см с= .
Для визначення прискорення точки М скористаємося формулами (4.28). Але

спочатку обчислимо вираз: 72=++= zyx zyxu ωωω .

2

2

2 2

80 3 sin10 72 3 sin10 8 3 sin10 ;

80 3 cos10 72 3 cos10 8 3 cos10 ;

648 8(2 21) 28.

x y z x

y z x y

z x y z

a z y u x t t t

a x z u y t t t

a y x u z

= − + − = − =

= − + − = − =

= − + − = − = −

ε ε ω ω

ε ε ω ω

ε ε ω ω

Величина прискорення
2 2 2 216 3 ( / ).x y za a a a см с= + + =

Задача 4.4.

Тверде тіло, яке обертається навколо нерухомої точки О, має
проекції вектора кутової швидкості 

111
,, zyх ωωω на осі нерухо-

мої системи координат. Знайти рівняння миттєвої осі і швидкість
точки М, координати якої в даний момент часу

1 1 18 , 4 , 10 ,x см y см z см= = = а також відстань цієї точки до
миттєвої осі.

Рівняння миттєвої осі обертання в нерухомій системі ко-
ординат визначаються за формулами (4.15):

1 1 1

1 1 1 .
x y z

x y z

ω ω ω
= =

В нашому випадку маємо

1 1 1 .
4 6 6

x y z= = (1)

Вираз (1) є рівнянням прямої лінії в канонічному вигляді. На рис. 4.7 побудо-
вано миттєву вісь обертання (м. в. о.) і точку М, швидкість якої необхідно визна-
чити.

За формулами (4.12) визначимо проекції швидкості на координатні осі:

1

1

1

1

1

1

4 /

6 /

6 /

8

4

10

? ?

x

y

z

м

рад с

рад с

рад с

x см
y см
z см
V h

ω

ω

ω

=

=

=

=
=
=
= =
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1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

1 1

1 1

6 10 6 4 36;

6 8 4 10 8;

4 4 6 8 32.

x y z

y z x

z x y

V z y

V x z

V y x

= − = ⋅ − ⋅ =

= − = ⋅ − ⋅ =

= − = ⋅ − ⋅ = −

ω ω

ω ω

ω ω

Модуль швидкості 48,8 /МV см с= .
Точка М обертається навколо миттє-

вої осі обертання з кутовою швидкістю

1 1 1

2 2 2 9,38 ( / ).= + + =x y z рад сω ω ω ω

Найкоротша відстань h точки М до
миттєвої осі є радіусом обертання. Тому

5,2 ( )мV
h см

ω
= = , h = 5,2 см.

Задача 4.5.

Конічна шестерня 1 радіусом r, знаходиться в зачепленні з не-
рухомою шестернею 2, радіус якої R. Шестерня 1 зі стану спо-
кою приводиться в рух кривошипом ОС, який обертається з
постійним кутовим прискоренням ε0 (рад/с2) (рис. 4.8).
Визначити в момент часу t1 = 1c кутову швидкість ω, кутове
прискорення ε  і швидкість точки А шестерні 1.

Шестерня 1 обертається
навколо нерухомої точки О.
Кривошип ОС обертається на-
вколо осі OZ1 з кутовою швид-
кістю

ωOC = ω0+ ε0t
Швидкість точки С

Vc = ωOC · OC,
де OC = R = 2r.

Рис. 4.7.

0

2
0

1

; 2

0

2 /

1

=
=

=
=

r R r

рад с
t c

ω
ε

?, ?

?
I I

AV

ω ε= =
=

Рис. 4.8.
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Тоді VC=2rε0t.  (1)

Швидкість точки Р, точки контакту шестернь, дорівнює нулю. Через дві не-
рухомі точки О і Р проведемо вісь ОР, яка є миттєвою віссю обертання при русі
шестерні 1 навколо точки О. Вектор кутової швидкості ω  напрямлений по осі ОР.
При русі шестерні 1 миттєва вісь обертання описує конічну поверхню.

Примітка: Геометричне місце миттєвих осей обертання, побудованих у
нерухомій системі координат, називається нерухомим аксоїдом.

Геометричне місце миттєвих осей обертання, побудованих у рухомій сис-
темі координат, називається рухомим аксоїдом.

Рухомий і нерухомий аксоїди є конуси з вершинами в нерухомій точці О,
вони дотикаються один до одного вздовж загальної твірної ОР, що є в даний
момент часу віссю обертання твердого тіла. При русі твердого тіла рухомий
аксоїд рухається без ковзання по поверхні нерухомого.

Якщо розглянути рух конуса по нерухомій горизонтальній поверхні
(рис. 4.5), то нерухомим аксоїдом є горизонтальна площина, а рухомим аксоїдом
є бокова поверхня конуса.

Розглядаючи рух точки С як обертальний рух навколо миттєвої осі обертан-
ня, згідно формули (4.8), маємо

sin 2 sinC CV h ОС rω ω α ω α= ⋅ = ⋅ ⋅ = ,

де  
OP

r=αsin ;        2 2 1
5 ; sin

5
OP r R r α= + = = .

Тоді
2

5
C

r
V ω= . (2)

Порівнюючи вирази (1) і (2), маємо

05 2 5t tω ε= = . (3)

При t1 = 1c         ω =2 5 рад/с.
Швидкість точки  А:

AA hV ⋅= ω ,

де Ah  – радіус обертання точки  А навколо миттєвої осі

4
2 2 sin

5
A c

r
h h ОС α= = ⋅ ⋅ = .



301

Маємо    4
2 5 8

5
A

r
V r= ⋅ = ,

Для визначення кутового прискорення ε  використаємо формулу (4.5)

21 εεε += .

Кутове прискорення 1ε  напрямлене по вектору кутової швидкості ω .
Використовуючи вираз (3), знайдемо кутове прискорення  ε1:

1 2 5ε ω= =  (рад/с2).

Для визначення прискорення 2ε  скористаємось формулою (4.7):

ωωε ×= 12 , (4)

де вектор 1ω  є кутова швидкість обертання вектора ω  навколо осі OZ1.

1 0ОС tω ω ε= = .
Вектор 1ω  напрямлений по осі OZ1 вниз.

Вектор 2ε , згідно формули (4), напрямлений перпендикулярно векторам

ω  і 1ω  до нас. Модуль векторного добутку (4) 2 1 sinε ω ω β= ,

де   2 2
sin

5 5

R r

OP r
β = = = ;   2

2 0 0

2
2 5 4

5
t t tε ε ε= ⋅ ⋅ = .

При   t1 = 1c 84 02 == εε  (рад/с2).
Остаточно маємо

( )2 2 2
1 2 9,16 /= + = рад сε ε ε ;

Задача 4.6.
Круговий конус 1 з радіусом основи r котиться без ковзання по нерухомому

конусу 2 так, що його вершина О залишається нерухомою
(рис. 4.9). Центр С основи рухається з постійною швидкістю
VC. Визначити швидкість і прискорення точок А і В конуса,
якщо кути при вершинах обох конусів однакові.

Рухомий конус 1 котиться по нерухомому конусу 2. Лінія
ОА є миттєвою віссю обертання. Швидкість точки А, яка лежить
на миттєвій осі, дорівнює нулю.

VA = 0.

r = 35 см
α = β = 60°

VС =200 cм/с

VА = ?  VВ = ?
aА = ?  aВ = ?
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Рис. 4.9

Кутова швидкість ω кону-
са 1 напрямлена по твірній ОА і
визначається з виразу

C

C

V

h
ω = ,

де hС = OC ·sin 30°;

( )35 3 60,6
30o

r
OC см

tg
= = = ;

hС = 30,3 см.
Тоді ω = 6,6 рад/с.
Знайдемо швидкість точки В:

BB hV ⋅= ω ,

де hB= OB ·sin 60°;

( )смrOAOB 702 === ;

= =35 3 60,6смBh .
Маємо  VB = 6,6 · 60,6 = 400 (см/с);   VB = 400 (см/с).
Визначимо кутове прискорення ε :

21 εεε += .
Центр С основи конуса рухається з постійною швидкістю VC. Це означає, що

вектор ω  рівномірно обертається навколо осі О2Z1 з кутовою швидкістю

1
1

3,84( / .),CV рад с
O C

ω = =

де  O1C = OC sin 60° = 52,5 см.
Вектор ω напрямлений по осі ОО2 конуса 2.
Кутове прискорення 01 == ωε , бо const=ω .

Кутове прискорення 2 1 .ε ω ω= ×

Модуль вектора 2ε  визначається за формулою:

ε2 = ω1ω sin (ω1, ω) = 3,841 · 6,6 · sin 30° = 12,6 (рад/с2).
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Вектор 2ε  напрямлений перпендикулярно до площини ∆ОАС і паралельно

вектору CV .

Враховуючи те, що 01 =ε , повне кутове прискорення

2εε = ,    ε = 12,6 рад/с2.

Для визначення прискорення точки В скористаємося формулами (4.23) – (4.27):

. .об д ос
В В Вa а а= + .

Доосьове прискорення точки В напрямлене по миттєвому радіусу обертан-
ня Bh  цієї точки, а модуль прискорення (згідно формули (4.26)):

( ) ( )2. 2 2 26,6 60,6 2640 / 26,4 /д ос
В Bа h см с м сω= = ⋅ = = .

Напрям обертального прискорення визначається за формулою (4.21):

.об
В Bа rε= × .

Вектор обертального прискорення перпендикулярний векторам ε  і Br .

Напрям прискорення об
Ва  показаний на рис. 4.9.

Модуль прискорення визначається за формулою (4.24):

( )sin , sin90 12,6 70 8,82об
В B B B Bа r r r r OBε ε ε ε ε= ⋅ = ⋅ ° = ⋅ = ⋅ = ⋅ = (м/с2)

Знайдемо повне прискорення точки В. Прискорення осд
Ва

.  і об
Ва  знаходяться

в одній площині і між ними кут γ  = 120°. Використовуючи формулу (4.27), маємо

( ) ( )2 2. . . .2 cos 23,3= + + ⋅ =об д ос об д ос
В В В В Ва а а а а γ  (м/с2).

Визначимо повне прискорення точки А:

   . .об д ос
А А Аа а а= + .

Згідно формули (4.22) A
осд

А Vа ×= ω. .

Але точка А належить миттєвій осі обертання, тому її швидкість VA = 0. Отже,
доосьове прискорення точки  А дорівнюе нулю    0. =осд

Аa .
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Обертове прискорення визначається за формулою:  .об
А Aа rε= × .

Обертове прискорення напрямлене перпендикулярно площині, в якій зна-

ходяться вектора ε  і Аr  (рис. 4.9).     ОАа обА ⊥ .
Обертове прискорення

. sin90 12,6 70 882= ⋅ ° = ⋅ = ⋅ = ⋅ =об
А A Bа r r OAε ε ε  (см/с2).

Враховуючи те, що доосьове прискорення точка А дорівнює нулю, маємо
. 8,82= =об

А Аа а м/с2.
Примітка. Прискорення точок А і В можна легко знайти і аналітично, вико-

риставши формули (4.29) і врахувавши, що в даний момент часу маємо:

1 3
0, , ;

2 2
12,6, 0, 0;

1 3
0, , ;

2 2

x y z

x y z

A A Ax y OA z OA

ω ω ω ω ω

ε ε ε ε

= = = −

= = = =

= = = −

0=Bx ,      OByB = ,  0=Bz .
Читачеві надаємо можливість перевірити значення прискорень точок А і В.

4.8. Задачі для самостійного розв’язування

Задача 4.7.

При сферичному русі тіла його кутова швидкість

sin cos= ⋅ + ⋅ + ⋅t i t j kω π π π π π  (рад/с). Визначити проекцію кутового при-

скорення на вісь ОХ в момент часу t = 1c.
Відповідь: εX = –9,87 рад/с2.

Задача 4.8.

В момент часу t = 2c знайти значення кутового прискорення тіла, якщо при
сферичному русі тіла його кутова швидкість

22sin sin 2 5= ⋅ + ⋅ +t i t j kω  (рад/с).

Відповідь: ε = 2 рад/с2.
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Задача 4.9.

Обертальний рух тіла навколо нерухомої точки задано кутами Ейлера:

t4=ϕ , t2−=ψ , 
3

πθ = , (t – в секундах, кути – в радіанах). Визначити кутове
прискорення тіла, а також величину швидкості і прискорення точки М (0,0,6),
координати якої дані в сантиметрах в системі відліку, жорстко зв’язаної з тілом.

Відповідь: ε = 4 3 рад/с2;   V = 6 3 см/с; а = 20,78 см/с2.

Задача 4.10.

При коченні конуса по нерухомій горизонтальній площині вектор миттєвої
кутової швидкості ω обертається навколо вертикальної осі OZ з кутовою швид-
кістю ω1. Визначити модуль кутового прискорення ε, якщо ω = 4 рад/с,
ω1 = 2 рад/с.

Відповідь: ε = 8 рад/с2.

Задача 4.11.
Використовуючи умову задачі 4.6 (рис. 4.9), знайти прискорення точки С.
Відповідь:  aC = 7,62 м/с2.

Задача 4.12.

Круглий конус з твірною l = 0,4 м котиться без ковзання по нерухомій гори-
зонтальній площині. Вершина О конуса залишається нерухомою, а центр С його
основи рухається навколо вертикальної осі з постійною швидкістю
VC = 2 м/с. Знайти прискорення кінців А і В основи конуса, якщо в даний момент
часу точка А знаходиться на лінії дотику конуса з площиною. Кут AOB = α = 90°
(див. рис. 4.5, α  = 90°).

Відповідь: 240 /Аа м с= ;   240 2 /Ва м с= .
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5. Загальний випадок руху вільного твердого тіла

5.1. Рівняння руху вільного твердого тіла
Нехай тверде тіло в просторі може виконувати довільне переміщення. З

таким загальним випадком руху тіла ми зустрічаємось при русі, наприклад,
артилерійського снаряда, кинутого каменя і тому подібного.

Виберемо в точці О нерухому систему координат Oхуz. В твердому тілі за
полюс візьмемо точку А. З точкою А зв’яжемо рухому систему координат Ax1y1z1.
Система координат Ax1y1z1 виконує поступальний рух і її осі залишаються пара-
лельними осям нерухомої системи Oхуz. Положення рухомої системи відносно
нерухомої визначається положенням її початку, полюса А, тобто трьома коорди-
натами: XA, YA, ZA (рис. 5.1). Відносно рухомої системи Ax1y1z1 тіло здійснює
сферичний рух (в цій системі координат точка А нерухома) і її відносне положен-
ня визначається трьома кутами Ейлера (рис. 4.1). На рис. 5.1 кути Ейлера не
показані, щоб не затемнювати рисунок.

Таким чином, шість рівностей

( ) ( ) ( )1 2 3, ,A A AХ f t Y f t Z f t= = = ,

( ) ( ) ( )4 5 6, ,f t f t f tψ θ ϕ= = = (5.1)
визначають положення полюса А і положення тіла відносно нерухомої системи
координат в кожний момент часу.

Рівняння (5.1) є кінематичними рівняннями руху вільного твердого тіла в
загальному випадку його руху.

Розглянемо частинні випад-
ки руху тіла.

1. Якщо в процесі руху кути
,ψ θ  і ϕ  не змінюються, то тіло

буде здійснювати поступальний
рух у відповідності з трьома пер-
шими рівняннями системи (5.1).

2. Якщо полюс А тіла зали-
шається нерухомим, то тіло
здійснює обертальний рух навко-
ло нерухомої точки А згідно
трьом останнім рівнянням сис-
теми (5.1).Рис. 5.1.
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5.2. Визначення  швидкостей  і
прискорень  точок  вільного  твердого  тіла

Використаємо векторний спосіб для визначення швидкості точки. Проведе-
мо радіуси вектори АВ ρρ ,  і Br  (рис. 5.1).

Тоді BAB r+= ρρ .
Швидкість довільної точки В дорівнює похідній по часу від її радіус-вектора Вρ .

B A Bd d dr

dt dt dt

ρ ρ= + .

Вираз B
B

d
V

dt

ρ =  є швидкість точки В, а А
А

d
V

dt

ρ = – швидкість точки А.

B
B A

dr
V V

dt
= + .

Вектор 
dt

rd B  характеризує швидкість точки  В відносно рухомої системи

координат Ax1y1z1, в якій тіло має одну закріплену точку. Згідно формули (4.9).

B
B

dr
r

dt
ω= × .

Таким чином ( )B A BV V rω= + × . (5.2)

Тут ω  – кутова швидкість обертання тіла відносно полюса.
Швидкість довільної точки вільного твердого тіла дорівнює геомет-

ричній сумі швидкості довільно вибраного полюса і швидкості цієї точки при
обертанні тіла відносно полюса.

Визначимо прискорення точок вільного твердого тіла. Продиференціюємо
по часу вираз (5.2):

B A B
B

dV dV drd
r

dt dt dt dt

ω ω  = + × + ×      
.

Враховуючи, що  , , ,B A
B A

dV dV d
a a

dt dt dt

ω ε= = =  B
B

dr
r

dt
ω= × , маємо

( ) ( )( )= + × + × ×B A B Ba a r rε ω ω . (5.3)



308

У виразі (5.3) два останніх члена дають прискорення точки В в її русі навколо
полюса.

Прискорення точки вільного твердого тіла дорівнює геометричній сумі
прискорення полюса і прискорення цієї точки при її русі навколо полюса.

6. Збірник завдань для розрахунково-графічної
роботи № 5 “Кінематичний аналіз плоского механізму”

6.1. Варіанти  завдань  РГР  № 5
Стержень 1 обертається з заданою постійною кутовою швидкістю ω1. Для

заданого положення механізму необхідно:
1. Знайти швидкості точок А, В, С, D за допомогою миттєвих центрів швид-

костей (м. ц. ш.) і плану швидкостей;
2. Знайти кутові швидкості стержнів 2, 3, 4 за допомогою м. ц. ш. і плану

швидкостей;
3. Знайти прискорення точок А, В аналітичним способом і за допомогою

плану прискорень;
4. Знайти кутове прискорення стержня 2.
Необхідні дані приведені в таблицях 6.1–6.4, а відповідні схеми на рисунках

6.1 і 6.2.
Стержні з опорами О1 і О2, повзуном і між собою з’єднані шарнірно. Поло-

ження механізму визначається кутами  ϕ,  α,  β, ψ,  γ. Значення цих кутів приведені
в таблицях для кожного варіанта. Дугові стрілки на рисунках показують, як по-
винні відкладатись кути при побудові механізму.

Побудову механізму треба починати з стержня 1 і побудови кутів ϕ і α.
Механізм повинен бути побудований у вибраному масштабі. Це дозволить зна-
ходити відстані до м. ц. ш. простим їх заміром на рисунку.

Кутова швидкість ω1 стержня 1 в усіх варіантах напрямлена проти ходу
годинникової стрілки.



309

Таблиця 6.1.

Геометричні розміри Кути між стержнями Кутова 
швидкість 

l1 l2 l3 l4 AC φ α γ β ψ ω1 В
ар
іа
нт

 

С
хе
ма

 

м м м м м град. град. град. град. град. Рад/с 
1 1 0,2 0,9 0,4 0,8 0,3 30 120 80 100 60 4 
2 1 0,2 0,8 0,5 0,6 0,4 60 120 70 110 60 6 
3 1 0,3 1,2 0,5 0,5 0,6 75 110 90 120 50 8 
4 1 0,4 1,4 1,2 0,8 0,8 90 80 100 100 40 10 
5 1 0,25 1,0 0,5 0,7 0,5 120 60 60 90 45 7 
6 1 0,35 1,1 0,6 0,7 0,6 45 90 120 75 60 10 
7 2 0,4 1,2 1,2 0,5 0,6 0 90 45 30 60 12 
8 2 0,4 1,0 0,8 0,4 0,3 30 120 45 60 60 5 
9 2 0,3 1,2 0,9 0,4 0,5 45 120 60 30 30 14 
10 2 0,2 0,8 0,8 0,2 0,4 60 150 45 60 45 10 
11 2 0,2 0,7 0,8 0,3 0,3 90 150 60 45 75 8 
12 2 0,25 1,0 0,8 0,4 0,5 90 210 60 75 60 6 
13 3 0,6 1,6 0,4 0,8 0,4 30 60 90 100 60 4 
14 3 0,6 1,7 0,5 0,6 0,3 45 60 120 60 45 6 
15 3 0,5 1,2 0,5 0,6 0,2 60 75 90 60 30 8 
16 3 0,4 1,2 0,6 0,8 0,2 90 60 60 150 60 10 
17 3 0,4 1,2 0,4 0,6 0,2 120 75 60 120 30 12 
18 3 0,5 1,6 0,8 0,6 0,2 120 90 45 60 40 6 
19 4 0,2 0,8 0,8 – 0,4 0 30 45 60 45 12 
20 4 0,2 0,7 0,7 – 0,3 30 60 45 30 30 14 
21 4 0,2 0,6 0,6 – 0,3 60 30 50 30 45 16 
22 4 0,3 0,8 0,7 – 0,4 75 30 45 30 60 10 
23 4 0,3 0,8 0,6 – 0,5 90 60 30 45 20 8 
24 4 0,25 0,8 0,6 – 0,4 45 45 60 75 60 12 
25 5 0,3 1,2 1,0 0,4 0,5 0 145 95 30 45 16 
26 5 0,3 1,3 0,8 0,4 0,6 30 75 120 45 30 15 
27 5 0,25 1,0 0,7 0,4 0,5 45 60 150 60 50 17 
28 5 0,4 1,3 0,9 0,3 0,6 60 75 150 45 45 18 
29 5 0,4 1,25 1,0 0,4 0,7 75 80 120 60 30 10 
30 5 0,3 1,4 1,2 0,4 0,8 90 60 140 80 30 8 
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Таблиця 6.2.

Геометричні розміри Кути між стержнями 

К
ут
ов
а 

ш
ви
дк
іс
ть

 

l1 l2 l3 l4 AC φ α γ β ψ ω1 

В
ар
іа
нт

 

С
хе
м
а 

м м м м м град. град. град. град. град. Рад./
с 

31 6 0,3 0,8 0,4 0,9 0,4 0 80 45 30 60 12 
32 6 0,3 0,9 0,4 0,8 0,4 30 90 30 60 120 10 
33 6 0,2 0,8 0,3 0,6 0,6 45 30 60 120 75 8 
34 6 0,4 1,2 0,4 1,2 0,6 60 45 75 45 80 14 
35 6 0,4 1,4 0,5 1,2 0,5 75 60 30 90 90 16 
36 6 0,35 1,2 0,6 1,3 0,4 90 45 60 80 120 15 
37 7 0,5 1,5 1,1 0,6 0,8 0 130 90 45 30 10 
38 7 0,45 1,5 1,0 0,5 0,7 30 120 75 60 65 8 
39 7 0,3 1,2 0,8 0,4 0,6 45 90 60 40 60 12 
40 7 0,35 1,2 0,9 0,5 0,6 60 100 75 45 90 6 
41 7 0,25 0,9 0,8 0,4 0,4 75 120 60 50 30 4 
42 7 0,2 0,8 0,6 0,3 0,4 90 150 90 30 80 9 
43 8 0,4 1,4 1,2 0,6 0,6 120 30 90 150 60 2 
44 8 0,4 1,2 1,2 0,5 0,5 90 30 120 120 60 4 
45 8 0,3 0,9 0,9 0,4 0,4 75 100 120 90 45 6 
46 8 0,3 0,9 0,8 0,5 0,6 60 120 60 120 45 8 
47 8 0,25 0,7 0,6 0,4 0,3 45 120 75 90 60 10 
48 8 0,25 0,6 0,6 0,3 0,3 30 150 60 135 45 12 
49 9 0,3 1,2 1,0 0,6 0,6 0 120 90 100 45 6 
50 9 0,3 1,0 0,8 0,5 0,5 30 90 120 90 60 8 
51 9 0,4 1,2 1,2 0,6 0,5 45 120 80 110 60 10 
52 9 0,35 0,9 1,2 0,6 0,4 60 100 60 75 50 4 
53 9 0,25 0,8 1,0 0,6 0,4 75 60 120 90 40 6 

54 9 0,2 0,7 0,9 0,6 0,3
5 90 60 120 120 45 8 

55 10 0,4 1,4 1,3 0,6 0,7 0 60 120 45 45 6 
56 10 0,3 1,2 1,1 0,5 0,6 30 75 100 60 50 5 
57 10 0,35 1,2 1,2 0,6 0,5 45 60 120 45 75 8 
58 10 0,25 1,0 1,0 0,5 0,5 60 80 90 75 30 4 
59 10 0,2 0,8 0,8 0,4 0,4 75 120 60 90 30 5 
60 10 0,2 0,7 0,6 0,6 0,3 90 110 40 60 45 10 
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Таблиця 6.3.

Геометричні розміри Кути між стержнями 

К
ут
ов
а 

ш
ви
дк
іс
ть

 

l1 l2 l3 l4 AC φ α γ β ψ ω1 

Ва
рі
ан
т 

С
хе
ма

 

м м м м м град. град. град. град. град. Рад./с 
61 11 0,4 1,2 1,4 – 0,7 0 120 45 60 30 6 
62 11 0,35 1,1 1,3 – 0,6 30 115 35 45 30 5 
63 11 0,3 0,9 1,1 – 0,4 45 90 60 40 60 4 
64 11 0,25 0,8 1,0 – 0,4 60 120 45 75 45 8 
65 11 0,2 0,6 0,8 – 0,3 75 120 60 30 60 9 
66 11 0,3 1,0 1,2 – 0,5 90 80 75 30 45 10 
67 12 0,2 1,0 0,8 0,4 0,5 0 30 95 45 30 12 
68 12 0,25 0,8 0,7 0,5 0,4 30 30 120 60 30 14 
69 12 0,3 1,0 0,8 0,6 0,5 45 120 90 30 45 9 
70 12 0,35 1,2 1.0 0,5 0,6 60 90 120 30 30 10 
71 12 0,40 1,4 1,0 0,6 0,7 75 45 90 60 45 12 
72 12 0,4 1,4 1,2 0,5 0,6 90 60 120 40 45 14 
73 13 0,2 1,0 0,8 0,4 0,6 0 60 70 60 135 6 
74 13 0,25 1,0 0,8 0,3 0,5 30 70 60 60 150 8 
75 13 0,3 1,2 0,8 0,4 0,6 45 90 30 60 100 9 
76 13 0,35 1,2 0,9 0,5 0,6 60 45 60 90 60 12 
77 13 0,3 1,2 0,8 0,6 0,5 75 60 30 60 135 6 
78 13 04 1,2 0,9 0,4 0,6 90 120 30 45 120 4 
79 14 0,5 1,5 1,6 – 0,6 0 80 60 45 120 2 
80 14 0,5 1,6 1,5 – 0,8 30 60 45 30 130 4 
81 14 0,4 1,4 1,2 – 0,7 45 120 30 60 150 6 
82 14 0,35 1,2 1,0 – 0,6 60 100 45 30 120 8 
83 14 0,3 1,0 0,8 – 0,4 75 90 60 45 110 10 
84 14 0,25 0,9 0,8 – 0,4 90 60 30 75 135 9 
85 15 0,3 1,2 0,4 1,6 0,4 0 60 80 70 45 12 
86 15 0,3 1,2 0,5 1,6 0,5 30 100 45 60 30 10 
87 15 0,25 1,1 0,4 1,5 0,4 45 60 45 90 60 12 
88 15 0,2 0,8 0,3 1,2 0,4 60 90 45 75 40 9 
89 15 0,2 0,7 0,4 1,0 0,3 75 60 30 30 45 8 
90 15 0,2 0,7 0,4 0,8 0,5 90 150 60 45 30 7 
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Таблиця 6.4.

Геометричні розміри Кути між стержнями 

К
ут
ов
а 

ш
ви
дк
іс
ть

 

l1 l2 l3 l4 AC φ α γ β ψ ω1 Ва
рі
ан
т 

С
хе
м
а 

м м м м м 

гр
ад

. 

гр
ад

. 

гр
ад

. 

гр
ад

. 

гр
ад

. 

Ра
д.

 
/с

 

91 16 0,4 1,2 0,6 0,8 0,5 0 60 45 80 120 6 
92 16 0,35 1,1 0,5 0,7 0,6 30 120 60 45 110 8 
93 16 0,3 1,0 0,6 0,6 0,5 45 60 45 75 120 10 
94 16 0,25 0,8 0,5 0,7 0,4 60 90 30 80 100 12 
95 16 0,2 0,7 0,6 0,6 0,3 75 60 30 90 60 9 
96 16 0,2 0,6 0,6 0,8 0,4 90 150 60 30 45 5 
97 17 0,25 1,0 0,8 0,4 0,6 0 80 120 90 60 6 
98 17 0,3 1,1 0,8 0,5 0,5 30 110 90 120 45 8 
99 17 0,35 1,2 0,9 0,4 0,6 45 75 60 120 60 7 
100 17 0,4 1,2 0,8 0,5 0,6 60 60 110 120 45 6 
101 17 0,45 1,3 0,9 0,6 0,6 75 90 120 100 45 5 
102 17 0,2 0,8 0,6 0,4 0,4 90 120 45 150 60 9 
103 18 0,2 0,8 0,8 0,4 0,6 0 120 45 45 60 12 
104 18 0,25 0,9 0,8 0,5 0,4 30 100 60 45 45 10 
105 18 0,3 1,0 0,9 0,6 0,5 45 80 75 60 120 9 
106 18 0,35 1,2 0,9 0,7 0,6 60 90 45 120 120 8 
107 18 0,4 1,3 1,0 0,8 0,5 75 60 45 150 135 6 
108 18 0,45 1,4 1,2 1,0 0,7 90 60 75 30 150 4 
109 19 0,4 1,3 1,2 1,0 0,6 0 30 45 120 45 6 
110 19 0,35 1,2 1,2 0,8 0,6 30 45 30 90 60 8 
111 19 0,3 1,1 1,1 0,9 0,6 45 60 110 135 75 7 
112 19 0,25 1,0 0,9 0,8 0,5 60 30 45 150 30 6 
113 19 0,2 0,8 0,7 0,6 0,4 75 60 30 90 45 5 
114 19 0,2 0,6 0,6 0,5 0,3 90 30 45 120 75 4 
115 20 0,25 0,8 0,7 0,6 0,4 0 45 60 110 30 12 
116 20 0,3 0,9 0,8 0,8 0,6 30 75 30 150 45 10 
117 20 0,35 1,0 1,2 1,0 0.6 45 60 150 75 30 10 
118 20 0,4 1,2 1,2 1,2 0,6 60 30 90 120 75 5 
119 20 0,35 1,1 1,4 0,9 0,5 75 60 120 90 60 4 
120 20 0,3 1,2 1,4 0,8 0,6 90 45 60 90 75 4 
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Рис. 6.1.
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Рис. 6.2.
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6.2.  Вказівки до виконання  РГР № 5
Використовуючи відомості, які приведені в розділі 3, проведемо кінематич-

ний аналіз багатоланкового механізму, який наведений на рисунку 6.3.
Геометричні розміри: 

1 1 0, 4O A l м= = , мlAB 0,12 == , мlBO 7,032 == ,
мlCD 6,04 == , мlAC 6,06,0 2 =⋅= . Кути:  ϕ = 150°, α = 120°,  β = 45°, γ = 50°, τ

= 50°.
Кривошип O1A обертається з постійною кутовою швидкістю ω1 = 5 рад/с.
1. Знайдемо швидкості точок А,В,С,D механізму за допомогою миттєво-

го центра швидкостей і плану швидкостей.
1.1. Знайдемо швидкість точок за допомогою миттєвого центра швид-

костей.
Кривошип O1A виконує обертальний рух. Тому швидкість точки А

24,0511 =⋅=⋅= lVA ω  (м/с);    VA = 2 м/с;    AOVA 1⊥ .
Точка В належить як шатуну АВ, так і кривошипу O2B. Кривошип  виконує

обертальний рух навколо центра 02. Тому швидкість точки В  2BV O B⊥ . Про-
вівши з точок А і В перпендикуляри до швидкостей 

AV  і 
BV , знайдемо поло-

ження м. ц. ш. P1  ланки АВ. По напряму вектора AV  знаходимо напрям швид-
кості BV  точки В (рис. 6.3).

Рис. 6.3.



316

Складемо відношення 1 1

1 1

; .B
B A

A

V BP BP
V V

V AP AP
= =

Знайдемо відношення 1

1

BP

AP
.     Кут  BAP1 = 60°.

Тоді по теоремі синусів 1 1

sin60 sin 45

BP AP=
° °

;  1

1

1,22.
BP

AP
=

Маємо: VB = 2 · 1,22 =2,44 (м/с) ; VB = 2,44 м/с.
Знайдемо швидкість точки С, яка належить ланці АВ.
Швидкість CV  перпендикулярна відрізку 1CP , який з’єднує точки С і P1, і

напрямлена в сторону повороту ланки АВ. Модуль швидкості VС знайдемо з
пропорції

1

1

C

A

V CP

V AP
=

; 
1

1
C A

CP
V V

AP
=

.

Щоб знайти швидкість VC точки С, необхідно знайти відстані CP1 і AP1 точок
С і А до м. ц. ш P1. Якщо при знаходженні цих відстаней виникають певні труд-
нощі, то доцільно механізм побудувати в певному масштабі з точною побудо-
вою заданих кутів. Це дозволить невідомі відстані точок до миттєвого центра
швидкостей заміряти безпосередньо з рисунка. Хоч наш механізм і побудований
в масштабі, ми ж всі необхідні відстані знайдемо аналітичним шляхом.

( )1 180 60 45 75 .APB∠ = °− °+ ° = °

з ∆ ABP1 по теоремі синусів 
1

1

sin 45
; 0,74( ).

sin 45 sin 75 sin 75

AP AB
AP AB м°= =

° ° °
З   ∆CP1A по теоремі косинусів

2 2
1 1 12 cos60 0,68CP AC AP AC AP= + − ⋅ ⋅ ° = (м).

Тоді  84,1
74,0

68,0
2 =⋅=CV  (м/с) ;    VC = 1,84 м/с.

 Знайдемо швидкість точки D. Точка належить повзуну, який виконує посту-
пальний рух. Тому швидкість точки D напрямлена по напрямним лініям повзуна.
Миттєвий центр швидкостей P2 ланки 4 знаходиться на перетині перпендику-
лярів, проведних з точок С і  D до напрямів швидкостей.
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2

2

D

C

V DP

V CP
= ;     

2

2
D C

DP
V V

CP
= .

Знайдемо відношення 
2

2

DP

CP .   Спочатку знайдемо значення кута δ1.

З 1ACP∆   1 1

1

;
sin sin 60

AP CP

δ
=

°
  1

1 1
1

sin sin 60 0,94; 70 .
AP

CP
δ δ= = °= = °

Тоді кут  δ2 = 180° – (δ1 –50°) = 60°;      δ2 = 60°.

З   2CDP∆    2

2

2

45sinsin

CPDP
=

δ °;  
45sin

sin
0

2

2

2 =
δ

CP

DP

°
22,1=

Тоді  24,222,184,1 =⋅=DV  (м/с);      24,2=DV  м/с.

Кут    δ3 = 180° – (δ2 –45°) = 75°;      δ3 = 75°.

2
2 2

3

sin 45
; 0,44( ); 0,44 .

sin 45 sin sin 75

CP CD
CP CD м CP м

δ
°= = = =

° °
1.2 Знайдемо швидкості точок А, В, С, D за допомогою плану швидкостей

(рис. 6.4).
   План швидкостей і його побудова розглянуті в пунктах 3.8, 3.9.
   Знайдемо швидкість точки В. Візьмемо за полюс точку А, швидкість якої

відома:

BAAB VVV += , (1)

 де  
BAV  – швидкість точки В при її обертанні навколо точки А.

ABVBA ⋅= 2ω ,    BAV AB⊥ . (2)

    Розв’яжемо векторне рівняння (1) графічно, вибравши попередньо по-
люс О і масштаб плану швидкостей. З полюса О проводимо вектор ao , який

відповідає вектору швидкості AV  точки А (рис. 6.4). З кінця вектора ao  проводимо

пряму, паралельну вектору швидкості BAV  (т. б. перпендикулярну АВ), а з почат-

ку вектора ao   – пряму паралельну BV . Перетин цих прямих дає точку b.
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,B BAob V ab V= =
З плану швидкостей маємо:  VВ = 2,5 м/с, VВА =

2,8 м/с.
 Знайдемо швидкість точки С. Точка С розміще-

на на ланці АВ і знаходиться на відстані AC = 0,6AB. На
плані швидкостей точка С буде знаходитись на відстані
ac = 0,6 ab. З’єднаємо точку O з точкою С і отримає-
мо вектор CVco = .

З плану швидкостей       86,1=CV  м/с.
Знайдемо швидкість точки  D. Ланка CD виконує

плоский рух. Візьмемо за полюс точку С.
Тоді DCCD VVV += , (3)

 де  DCV  – швидкість точки  D при її обертанні навколо точки С.

VDC ⊥ CD,      DCVDC ⋅= 4ω . (4)
Розв’яжемо векторне рівняння (3) графічно. На плані швидкостей швидкість

coVC =  вже є. Тому з кінця вектора  oc проводимо пряму, паралельну вектору
швидкості DCV  (т. б. перпендикулярну СD), а з початку вектора  oc  – пряму,
паралельну DV . Перетин цих прямих дає точку d.

DVdo = ;   DCVdc = .

З плану швидкостей маємо:  VD = 2,2 м/с, VDС = 2,4  м/с.
Значення швидкостей точок, які отримані за допомогою м. ц. ш.  і за допо-

могою плану швидкостей, близькі.
2. Знайдемо кутові швидкості стержнів 2, 3, 4 за допомогою м. ц. ш.  і

плану швидкостей
2.1 Значення кутових швидкостей стержнів, знайдених за допомогою

м. ц. ш.
Для стержня 2 м. ц. ш. знаходиться в точці  Р1 :

7,2
74,0

2

1
2 ===

AP

VAω  (рад/с) ;   7,22 =ω  рад/с.

Стержень 3 обертається навколо точки О2 :

5,3
7,0

44,2

3
3 ===

l

VBω  (рад/с) ;  5,33 =ω  рад/с.

Рис. 6.4.
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Для стержня 4 м. ц. ш. знаходиться в точці Р2 :

4
2

1,84
4,18

0,44
CV

CP
ω = = =  (рад/с);    18,44 =ω  рад/с.

2.2. Значення кутових швидкостей стержнів, знайдених за допомогою плану
швидкостей.

Для стержня 2, використовуючи формулу (2), маємо:

8,2
1

8,2
2 ===

AB

VBAω  (рад/с);       8,22 =ω  рад/с.

Для стержня 3:   56,3
7,0

5,2

3
3 ===

l

VBω  (рад/с);     56,33 =ω  рад/с.

Для стержня 4, використовуючи формулу (4), маємо

0,4
6,0

4,2
4 ===

DC

VDCω   (рад/с);

3. Знайдемо прискорення точок А і В аналітичним способом і за допомо-
гою плану прискорень.

3.1. Знайдемо прискорення точок А і В аналітичним шляхом.
Згідно умови задачі, ми можемо знайти прискорення точки А. Точка А нале-

жить кривошипу O1A, який рівномірно обертається навколо точки O1, ( 01 =ε ):
τ
A

n
AA aaa += .

Чисельно 104,052
1

2
1 =⋅=⋅= AOan

A ω  (м/с2) ;    OAOaA =⋅= 11ετ

Повне прискорення точки А чисельно дорівнює нормальному прискорен-
ню точки А і напрямлене вздовж кривошипа O1A до точки O1.

10=Aa  м/с2.
Напрям прискорення точки А показаний на рисунку 6.5.
Знайдемо прискорення Ba точки В. Точка В належить стержню 2. Точка А

одночасно належить кривошипу 1 і стержню 2. Стержень 2 здійснює плоский
рух. Візьмемо за полюс точку А, прискорення якої відоме:

n
B A BA BAa a a aτ= + + . (5)

     Точка В належить і стержню ВО2, який може обертатись навколо осі, що
проходить через точку О2. Тому

n
B B Ba a aτ= + . (6)
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Підставимо вираз (6) у вираз (5).
n n
B B A BA BAa a a a aτ τ+ = + + . (7)

2 2
3 2 3,5 0,7 8,6n

Ba BOω= ⋅ = ⋅ = (м/с2);        23 BOaB ⋅= ετ  .

Прискорення n
Ba  напрямлене по стержню 2BO  до точки 2O .

Прискорення τ
B

n
B aa ⊥ . Модуль прискорення τ

Ba  невідомий, тому що не-

відоме значення кутового прискорення 3ε .

            3,717,2 22
2 =⋅=⋅= ABa n

BA ω  (м/с2) ;    ABaBA 2ετ = .

Прискорення n
BAa  напрямлене по стержню АВ до точки А.

Прискорення τ
BA

n
BA aa ⊥ . Модуль прискорення τ

BAa  невідомий, тому що
невідоме значення кутового прискорення 2ε . Напрями всіх прискорень показані
на рис. 6.5.

У векторному рівнянні (7) однією рискою підкреслені невідомі величини, а
двома рисками – відомі. Спочатку векторне рівняння (7) розв’яжемо аналітич-
ним способом.

Рис. 6.5
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Введемо систему координат з початком в точці В. Спроектуємо векторне
рівняння (7) на осі координат ХВУ:

cos15º cos 45º sin 45º ;= + −n
B A BA BAa a a aτ τ (8)

sin15º sin 45º cos 45º .= − + +n n
B A BA BAa a a aτ (9)

З виразу (9) 52,8=τ
BAa  м/с2.     З виразу (8) 8,8=τ

Ba  м/с2.

Повне прискорення точки В         ( ) ( )2 2n
B B B ;τ= +a a a      aB = 12,3 м/c2.

Знаючи прискорення τ
BAa , можемо знайти кутове прискорення ε2 ланки 2

AB

aBA
τ

ε =2 ;    52,82 =ε  рад/с2.

3.2. Знайдемо прискорення то-
чок А, В, С за допомогою плану при-
скорень

Виберемо полюс π  і масштаб
плана прискорень (рис. 6.6).

Відкладемо спочатку відомі
вектори правої частини рівняння (7):
з полюса π відкладемо вектор Aa , а

з точки a  – вектор n
BAa , з точки b′

– вектор τ
BAa , довжина якого невідо-

ма. Звернемося тепер до лівої час-
тини рівняння (7): з полюса π відкла-

демо вектор n
Ba , а з точки b ′′  – век-

тор τ
Ba . Точка перетину напрямів векторів τ

Ba  і τ
BAa  дає точку b. Відрізок πb

визначає модуль прискорення точки В. Вектор прискорення точки В напрямле-
ний від точки π  до точки b.

Безпосередні заміри відрізків з плану прискорень, з урахуванням масштабу,
дають слідуючі значення модулів прискорень:

Рис. 6.6
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2,12=Ba  м/с2;  5,8=τ
BAa  м/с2, 7,8=τ

Ba м/с2.

 Знайдемо прискорення точки С.
Точка С знаходиться на відстані ABAC 6,0= . Це дозволяє знайти приско-

рення точки С з плану прискорень, якщо на відрізку ab відкласти точку c, яка
задовольняє умові ac = 0,6 ab. З’єднаємо точку π  з точкою c . Цим самим ми
отримали напрям і модуль прискорення точки С.   аС = 10 м/с2.

7. Запитання  для  самоперевірки
і  до  захисту  розрахунково-графічної  роботи

1. Який рух твердого тіла називається поступальним?
2. В чому полягає теорема про рух точок твердого тіла, яке здійснює

поступальний рух?
3. Який рух тіла називається обертальним навколо нерухомої осі?
4. Як записується кінематичне рівняння обертального руху тіла на-

вколо нерухомої осі?
5. Що характеризує кутова швидкість і кутове прискорення при обер-

танні тіла навколо нерухомої осі?
6. Який напрям мають кутова швидкість і кутове прискорення при

обертальному русі тіла навколо нерухомої осі?
7. Який обертальний рух тіла називається рівномірним, який рівно-

змінним?
8. Яка залежність між кутовою швидкістю обертального руху тіла

і лінійною швидкістю якої-небудь точки цього тіла?
9. За якими формулами визначається нормальне і дотичне приско-

рення точки тіла, яке обертається навколо нерухомої осі?
10. Записати векторні формули для знаходження швидкості і приско-

рення точки тіла, яке обертається навколо нерухомої осі.
11. Для чого служать передаточні механізми?
12. За якою формулою визначається передаточне відношення коліс,

у яких осі обертання нерухомі?
13. Який рух тіла називається плоским?
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14. На які два рухи можна розкласти плоский рух твердого тіла?
15. Як записуються кінематичні рівняння плоского руху твердого тіла?
16. Як визначається швидкість довільної точки тіла при його плоскому русі?
17. Які властивості швидкостей точок плоскої фігури, які лежать на одній

прямій?
18. Що називається миттєвим центром швидкостей точок тіла при його плос-

кому русі?
19. Як можна знайти положення миттєвого центра швидкостей точок тіла

при його плоскому русі?
20. Чи може миттєвий центр швидкостей бути в нескінченності?
21. Яким чином визначається кутова швидкість тіла при його плоскому русі,

якщо відоме положення миттєвого центра швидкостей?
22. Як визначити швидкість будь якої точки тіла при його плоскому русі,

якщо відомо положення миттєвого центра швидкостей і швидкість однієї
з точок тіла?

23. Що називається планом швидкостей?
24. Який редуктор називається планетарним?
25. В чому суть метода миттєвих осей обертання при визначенні переда-

точного числа редуктора?
26. В чому суть метода миттєвої зупинки при визначенні передаточного

числа редуктора?
27. Як визначити прискорення довільної точки тіла при його плоскому русі?
28. Що називається миттєвим центром прискорень?
29. Яким чином визначається положення миттєвого центра прискорень при

плоскому русі тіла?
30. В чому суть плану прискорень?
31. Який рух твердого тіла називається сферичним?
32. В чому полягає теорема про переміщення твердого тіла, яке має одну

нерухому точку?
33. Що таке кути Ейлера?
34. Як записуються кінематичні рівняння руху твердого тіла, що обертається

навколо нерухомої точки?
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35. Що називається миттєвою віссю обертання твердого тіла, яке має неру-
хому точку?

36. Яким чином напрямлений вектор миттєвої кутової швидкості і миттє-
вого кутового прискорення?

37. Як напрямлений вектор кутового прискорення і за якою формулою
обчислюється, якщо тіло рухається навколо нерухомої точки з постій-
ною по модулю кутовою швидкістю?

38. Як виражаються проекції на координатні осі швидкості довільної точки
твердого тіла, що обертається навколо нерухомої точки?

39. Як визначити прискорення довільної точки тіла, що обертається навко-
ло нерухомої точки?

40. За якою формулою визначається швидкість довільної точки вільного
твердого тіла?

41. За якою формулою визначається прискорення довільної точки вільного
твердого тіла?



325

МОДУЛЬ 5.
КІНЕМАТИКА СКЛАДНОГО РУХУ ТОЧКИ

І ТВЕРДОГО ТІЛА

1.  Кінематика складного руху точки

1.1. Основні поняття
Рух точки М називається складним, якщо

вона одночасно бере участь в декількох рухах.
Наприклад, людина на човні хоче попа-

сти з пункту А в пункт В на другому березі
річки (рис 1.1). Спрямовуючи човен перпен-
дикулярно берегам річки людина в кінцево-
му підсумку не попадає в пункт В, а попа-
дає в пункт С. Пояснюється це наступним
чином. Човен одночасно бере участь в двох
рухах: в першому русі він переміщується відносно води і в другому русі
незалежно від волі людини човен переміщується разом з водою по течії річки.
Таким чином, рух човна є складним.

Зробимо слідуюче узагальнення. Нехай тіло Т рухається відносно нерухо-
мої системи координат X1Y1Z1, а по тілу Т рухається точка М. Рух точки М є
складним. На тілі Т  виберемо систему координат XYZ, яка жорстко зав’язана з
цим тілом і разом з ним переміщується. Систему координат XYZ назвемо рухо-
мою системою координат (рис. 1.2).

Введемо слідуючі позначення:
1. Рух точки М відносно нерухомого тіла, на якому вибрана нерухома  сис-

тема координат X1Y1Z1, будемо  називати абсолютним рухом. При цьому русі
точка М має абсолютну швидкість aV  і абсолютне прискорення aa .

2. Рух точки  М відносно рухомої системи координат XYZ (т. б. відносно
рухомого тіла Т) будемо називати відносним рухом. При цьому русі точка М має

відносну швидкість rV  і відносне прискорення ra .
3. Рух тіла Т разом з системою координат OXYZ відносно нерухомої системи

координат O1X1Y1Z1 є для точки М переносним рухом,  а  швидкість  і  прискорен-

Рис. 1.1
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ня тієї точки тіла Т, де в даний момент часу  знаходиться  точка  М,  називається
переносною  швидкістю  eV  і переносним прискоренням ea .

Якщо звернутись до нашого прикладу з човном, то рух човна відносно,
наприклад, точки А,  розміщеної на нерухомому березі (там і початок нерухо-
мої системи координат X1Y1Z1) буде абсолютним рухом. Рух човна відносно
води буде відносним рухом, а рух частинок води відносно берега – перенос-
ним рухом.

Основною задачею кінематики складного руху точки є встановлення за-
лежності між швидкостями і прискореннями в двох системах координат:
нерухомої і рухомої.

1.2. Рівняння руху точки
Нехай  точка  М  одночасно

здійснює рух відносно нерухомої і
рухомої системи координат. Як вид-
но з рисунку 1.2, рівняння руху точ-
ки  М в векторній формі можна за-
писати слідуючим чином:

r+= 0ρρ , (1.1)
де ρ  – радіус – вектор, який описує
рух точки М відносно нерухомої сис-
теми координат, тобто характеризує аб-
солютний рух точки, r  – радіус – век-

тор, який описує рух точки М відносно рухомої системи  координат, т. б.  характе-
ризує  відносний рух точки; 0ρ  – радіус – вектор, який описує рух точки О
(початок рухомої системи координат) відносно нерухомої системи координат.

Радіус – вектор  точки М можна представити в слідуючому вигляді:

r xi yj zk= + + , (1.2)

де x, y, z – координати точки М в рухомій системі координат OXYZ; i , j , k –
одиничні орти рухомої системи координат (див. рис. 1.2).

При русі точки М її координати x, y, z змінюються, т. б. вони є функціями
часу:

x = x (t);       y = y (t);       z = z (t). (1.3)

Рівняння (1.3) є рівняннями відносного руху точки М.

Поставимо таке запитання: одиничні орти i , j , k  є функціями часу, чи ні?

Рис. 1.2
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Одиничні орти,  як  вектори,  характеризуються  модулем  вектора і його
напрямом.  Так як ці вектори  одиничні,  то  їх  модуль  дорівнює 1. Що  стосується
напрямів ортів,  то  вони залежать від виду руху рухомої системи координат.

Якщо тіло Т і  зв’язана з ним система координат рухається поступально, то
орти i , j , k не змінюють свого напряму, т. б. є постійними величинами. Отже, в
випадку поступального руху

consti = ;   constj = ;   constk = .  (1.4)
Якщо тіло Т здійснює обертальний рух навколо точки О, то рухома система

координат також обертається і напрями одиничних ортів змінюються.
Таким чином, в загальному випадку, одиничні орти є функціями часу:

)(tii = ,  )(tjj = ,   )(tkk = . (1.5)
Початок О рухомої системи координат може переміщатися відносно неру-

хомої системи координат, тому

0 0( t )ρ ρ= . (1.6)
Рівняння (1.4) – (1.6) характеризують переносний рух рухомої системи коор-

динат.
З урахуванням (1.2) рівняння руху точки  М можна записати у вигляді

kzjyix +++= 0ρρ . (1.7)

1.3. Теорема про додавання швидкостей

Теорема. При складному русі точки її абсолютна швидкість aV  дорівнює гео-
метричній сумі відносної швидкості rV і переносної швидкості eV .

er VVV +=a . (1.8)
Доведення. Нехай точка  М здійснює складний рух (див. рис. 1.1, 1.2).
Візьмемо похідну по часу від виразу (1.7), врахувавши при цьому залеж-

ності (1.3), (1.5) і (1.6).

d d di dj dk dx dy dz
x y z i j k

dt dt dt dt dt dt dt dt

Va VV re

ρ ρ   = + + + + + +    (1.9)

Так як ρ  характеризує абсолютний рух точки  М, то a
d

V
dt

ρ =  є абсо-
лютною швидкістю точки М. Перший доданок, виділений дужками в правій час-
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тині, враховує рух рухомої системи координат відносно нерухомої, т. б. є пере-
носною швидкістю eV . Другий доданок, виділений дужками, враховує рух точки
М відносно рухомої системи координат, т. б. є відносною швидкістю rV , записа-
ною в проекціях на осі рухомої системи координат.

Звідси маємо, що a r eV V V= + . Теорема доведена

0 ,e

di dj dk
V V x y z

dt dt dt
= + + + (1.10)

,= + +r

dx dy dz
V i j k

dt dt dt
(1.11)

де 0
0

d
V

dt

ρ
=  – швидкість точки  О – початку рухомої системи координат відносно

нерухомої.
Розглянемо окремо вираз (1.10) для

переносної швидкості eV . У виразі (1.10)
зустрічаються похідні по часу від оди-
ничних ортів. Встановимо, чому дорівню-
ють похідні по часу від одиничних ортів.
Ці похідні залежать від виду руху тіла Т і
пов’язаної з ним системи координат:

1. Нехай тіло Т здійснює поступаль-
ний рух. Тоді одиничні орти i , j , k є
постійними величинами (див. (1.4)), а їх
похідні по часу дорівнюють нулю. З
врахуванням цього, вираз (1.10) набу-
де вигляду:

e oV V=

Таким чином, при поступально-
му русі рухомої системи координат
переносна швидкість точки  М дорів-
нює швидкості точки О – початку ру-
хомої системи координат.

Рис. 1.3.

Рис. 1.4.
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2. Нехай точка О нерухома ( 0oV = ), система координат XYZ відносно неї
здійснює обертальний рух. При обертанні рухомої системи координат одиничні
орти є функціями часу (див.(1.5)). Абстрактно розглянемо деяке тіло В, яке обер-
тається відносно осі ОN з кутовою швидкістю ω. Знайдемо швидкість довільної
точки М цього тіла.

Проведемо з точки О – радіус – вектор OMl =  (рис. 1.3). Як відомо, при
векторному способі визначення руху точки її швидкість знаходиться з формули

dl
V

dt
=  (а). З другої сторони, при обертанні тіла відносно осі швидкість точки

визначається за формулою Ейлера: V lω= ×  (б). Порівнюючи вирази (а) і (б),
маємо

dl
l

dt
ω= × . (1.12)

Рухома система координат OXYZ, яка закріплена тільки в одній точці О,
обертається навколо осі ON (миттєвої осі обертання) з кутовою швидкістю eω
(рис. 1.4). Тоді, по аналогії з виразом (1.12), можна записати:

, , ,e e e

di dj dk
i j k

dt dt dt
ω ω ω= × = × = × (1.13)

де eω – кутова швидкість переносного руху.
Підставивши вираз (1.13) в (1.10), маємо:

( ) ( ) ( ) ( )e e e e eV x i y j z k xi yj zkω ω ω ω= × + × + × = × + + .
Використовуючи вираз (1.2), отримаємо

e eV rω= × . (1.14)
Таким чином, якщо переносний рух є обертальним, то переносна швидкість

точки М знаходиться за формулою Ейлера (1.14).
3. В загальному випадку, якщо точка О рухається зі швидкістю oV , а рухома

система координат обертається навколо точки О, то переносна швидкість точки
М знаходиться з формули:

( )e o e rV V Vω= + × . (1.15)
Формула (1.8) виражає правило паралелограма швидкостей. Відносна і

переносна швидкості можуть бути напрямлені під різними кутами одна до одної.
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Знайдемо модуль абсолютної швидкості точ-
ки М при різних випадках руху.

1. Нехай er VV ⊥  (рис. 1.5).

Тоді    22
era VVV += . (1.16)

2. Нехай     er VV ⊥  (рис. 1.6).

Тоді αcos222
erera VVVVV ++= . (1.17)

3. Нехай rV  і eV  напрямлені  по одній прямій
в одну сторону (рис. 1.7).
Тоді era VVV += . (1.18)

4. Нехай rV  і eV  напрямлені по одній прямій в
різні сторони (рис. 1.8).
Тоді era VVV −= . (1.18)

Абсолютна швидкість aV  буде напрямлена
в сторону більшої швидкості.

1.4. Теорема  про  додавання  прискорень
(теорема  Коріоліса)

Гюстав Гаспар Коріоліс (1792–1843) – французький математик та механік,
член Паризької академії наук.

Щоб знайти абсолютне прискорення точки М, т. б. її прискорення по відно-
шенню до нерухомої системи координат, візьмемо похідну по часу від абсолют-
ної швидкості (1.9):

22 2 2 2
0

2 2 2 2 2

dd d i d j d k
x y z

dt dt dt dt dt

ρρ  
= + + + + 

 

2 2 2

2 2 2
2

d x d y d z dx di dy dj dz dk
i j k

dt dt dt dt dt dt dt dt dt

  
+ + + + ⋅ + ⋅ + ⋅  

   
, (1.20)

де 
2

2 a

d
a

dt

ρ =  – абсолютне прискорення точки М.

Використовуючи міркування, які приведені в пункті 1.3, встановлюємо, що
перший доданок, виділений круглими дужками, є переносним прискоренням, а

Рис. 1.5.

Рис. 1.7.

Рис. 1.8.

Рис. 1.6.
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другий доданок – відносним прискоренням точки:
2 2 2 2

0
2 2 2 2e

d d i d j d k
a x y z

dt dt dt dt

ρ
= + + + . (1.21)

2 2 2

2 2 2r

d x d y d z
a i j k

dt dt dt
= + + . (1.22)

Третій доданок одночасно враховує рух точки М відносно рухомої системи
координат і обертання рухомої системи координат відносно полюса О. Цей ви-
раз називається коріолісовим прискоренням:

2c

dx di dy dj dz dk
a

dt dt dt dt dt dt

 
= ⋅ + ⋅ + ⋅ 

 
. (1.23)

Більш простий вираз для коріолісового прискорення буде виведено в по-
дальшому.

Використовуючи позначення, які прийняті в виразах (1.21) – (1.23), і
підставляючи їх в (1.20), отримаємо

a r e ca a a a= + + . (1.24)
Вираз (1.24) є математичним записом теореми Коріоліса:
При складному русі точки її абсолютне прискорення дорівнює геомет-

ричній сумі відносного, переносного і коріолісового прискорень.
Вернемось до виразу (1.21) для переносного прискорення ea .

Вираз 
2

0
2 o

d
a

dt

ρ
= є прискоренням точки О рухомої системи коордпт.

Розглянемо, чому дорівнює вираз 
2

2

d i

dt
 і йому аналогічні. Для цього скори-

стаємось виразом (1.13):

( )
2

2
e

e e

dd i d di d di
i i

dt dt dt dt dt dt

ωω ω    = = × = × + ×         .

Остаточно можна записати:

( ) [ ( )
2

2 e e e

d i
i i

dt
ε ω ω = × + × ×  ;
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( ) [ ( )
2

2 e e e

d j
j j

dt
ε ω ω = × + × ×  ; (1.25)

( ) [ ( )
2

2 e e e

d k
k k

dt
ε ω ω = × + × ×  ,

де eε  – кутове пр искорення рухомої системи координат (тіла Т) при обертанні її
навколо центра О.

Підставивши вираз (1.25) у вираз (1.21), маємо:

( ) ( )( )e o e e ea a xi yj zk xi yj zkε ω ω  = × + + + × × + +    .

Використовуючи вирази (1.2) і (1.14), отримаємо:

( ) ( )e o e e ea a r rε ω ω = + × + × ×  .

Перший доданок, виділений дужками, є дотичним прискоренням τ
ea  точки

М, а другий доданок – нормальним прискоренням n
ea  при переносному обер-

тальному русі тіла Т:

ea rτ ε= × . (1.26)

( )n
e e ea rω ω= × × . (1.27)

Тоді остаточно для переносного прискорення ea  в загальному випадку руху
рухомої системи координат (тіла Т) можна записати:

n
e o e ea a a aτ= + + . (1.28)

Розглянемо окремі випадки руху рухомої системи координат (тіла Т):
1. У випадку поступального руху тіла Т  0== ee εω .  Тоді, як видно з формул

(1.26) – (1.28), 0== n
ee aaτ , а переносне прискорення   0aae = .

2. Якщо початок О рухомої системи координат не рухається, а система ко-

ординат (тіла Т) обертається навколо точки О, то 0=oa ,  0≠τ
ea , 0≠n

ea . Пере-

носне прискорення  n
eee aaa += τ .

Виведемо більш просту формулу коріолісового прискорення. Підставимо
вираз (1.13) у вираз (1.23):

2c e

dx dy dz
a i j k

dt dt dt
ω  = × + +  

.
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Використовуючи вираз (1.11), остаточно будемо мати:

c e r2(ω V )a = × . (1.29)
Коріолісове прискорення дорівнює подвоєному векторному добутку ку-

тової швидкості переносного руху на відносну лінійну швидкість точки.
Числове значення коріолісового прискорення знаходиться як модуль век-

торного добутку (1.29):

,2 sin( )c e r e ra V Vω ω ∧= . (1.30)
Напрям коріолісового прискорення знаходиться або по правилу векторного

добутку (по (1.29)), або по правилу Жуковського.
Микола Єгорович Жуковський (1847–1921) – видатний російський вчений,

засновник сучасної гідро і аеродинаміки. Він є також автором багатьох праць з
теоретичної механіки. Винайшов формулу для визначення підйомної сили крила
літака.

Правило  Жуковського:
Щоб знайти напрям коріолісово-

го прискорення, необхідно (рис. 1.9):
1. Провести площину, перпендику-

лярну вектору кутової швидкості eω .
2. Спроектувати відносну

швидкість rV на цю площину.
3. Повернути проекцію швидкості

на кут 90° в сторону обертання тіла Т.
Це буде напрямом  коріолісового прискорення.

Вияснимо, в яких випадках руху точки М і рухомої
системи координат (тіла Т) коріолісове прискорення буде
відсутнє, т. б. дорівнювати нулю.

1. Нехай точка М переміщується по тілу Т, а тіло Т
(рухома система координат) здійснює поступальний рух.
Це означає, що відносна швидкість 0≠rV , а переносна
кутова швидкість 0=eω . Тоді, виходячи з (1.30), маємо,
що 0=ca .

2. Нехай тіло Т здійснює обертальний рух ( 0≠eω ), а
точка М відносно тіла Т не переміщується ( 0=rV ). Тоді з
виразу (1.30) випливає, що коріолісове прискорення 0=ca . Рис.1.10.
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3. Нехай тіло Т обертається ( 0≠eω ), точка М переміщується по тілу Т
( 0≠rV ), але напрям відносної швидкості rV  паралельний осі обертання тіла Т
(рис. 1.10). Тоді кут між векторами eω  і rV  складає або 0°, або 180°. Синус цих
кутів дорівнює нулю і коріолісове прискорення (згідно (1.30))  0=ca .

В усіх інших випадках руху точки М і тіла Т коріолісове прискорення буде
існувати.

1.5. Методичні вказівки до розв’язування задач по кінематиці
складного руху точки

Основні етапи розв’язування задач полягають в слідуючому:
1. Вияснити, по поверхні якого  тіла Т рухається точка М. Рух точки  М по тілу

Т буде відносним рухом. Вияснити  характер руху точки  М.
2. Встановити, відносно яких тіл рухається тіло Т. Цей рух буде переносним.

З цим тілом зв’язати рухому систему координат ОXYZ. Вияснити характер пере-
носного руху (поступальний рух чи обертальний).

3. Абсолютний рух точки  М – це рух її відносно нерухомого тіла, визначено-
го в п. 2. Нерухома система координат зв’язана з цим тілом.

4. Для визначення відносної швидкості rV  і відносного прискорення ra  доц-
ільно умовно зупинити рух тіла Т і знайти  rV  і  ra .  Показати на рисунку їх напрям.

5. Для визначення переносної швидкості eV  і переносного прискорення ea
доцільно умовно зупинити рух точки М по тілу Т. Знайти переносну швидкість eV
і переносне прискорення ea  точки  тіла Т, що співпадає з точкою М, і показати на
рисунку їх напрям.

6. Визначити коріолісове прискорення і показати на рисунку його напрям.
7. Спроектувати векторні вирази (1.8) і (1.24) на вибрані координатні осі, і з

отриманих систем рівнянь знайти невідомі швидкості і прискорення. Для визна-
чення швидкості можливо також скористатись формулою (1.16) або (1.17).

Задача 1.1.
Човен вийшов з точки А і, тримаючи курс перпенди-

кулярно  берегам,  досяг  протилежного берега річки через
10 хв. після початку руху, причому течією його знесло в
точку С на 120 м нижче точки В (рис. 1.11, а). Щоб попасти
з точки А в точку В, човну потрібно держати курс під дея-
ким кутом до прямої АВ проти течії. В цьому випадку чо-

вен досягне протилежного берега через 12,5 хв (рис. 1.11, б).
Знайти ширину l річки, відносну швидкість Vr човна і швидкість Ve течії річки.

BC = S = 120 м
t1=10 хв. = 600 с
t2=12,5 хв. =750 с

l=?  Vr=? Ve=?
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Рух човна є складним рухом. Рух чов-
на відносно течії є відносним рухом, а рух
човна разом з течією – переносним ру-
хом. Рух човна відносно нерухомих берегів
річки – це абсолютний рух.
Переносна швидкість (швидкість течії) буде

e
1

S
V

t
= . (1)

Розглянемо кожний з двох випадків руху. З
рис. 1.11(а)  видно, що

22 lSAC += . (2)
В першому випадку (рис. 1.11,а) абсолют-
на швидкість буде

2
e

2
ra VVV += . (3)

З цією швидкістю було пройдено відстань
АС за час t1=600 с

1a tVAC ⋅= . (4)
Підставимо вирази (1), (2) і (3) в (4)

22 lS + = 2
e

2
r VV + 1t⋅ ;

2
r

2

1
1

22 V
t

S
tlS +





⋅=+ ;      

2
1

2
r2

1

2
22 tV

t

S
lS ⋅










+=+ .

Звідси маємо 1r tVl ⋅= . (5)
В другому випадку руху (рис. 1.11,б) абсолютна швидкість буде

 
2

e
2

ra VVV −= .

З цією швидкістю пройдено відстань l за час t2=750 с

2a tVl ⋅= = ⋅2t
2

e
2

r VV −
2
1

2
2

r2
t

S
Vt −⋅= .

Рис.  1.11(б)

Рис.  1.11(а)
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.= −
2

2 2 2 2 2
r 2 2

1

t
l V t S

t
(6)

Розв’яжемо сумісно рівняння (5) і (6).
Маємо:

2 2
2 2

r 2 2 2 2
1 2 1 2 1

S t t
V ; l S

t t t t t
= =

− − .

Після підстановки числових даних, маємо:

Ve = 0,2 м/с;          Vr = 0,33 м/с;     l = 200м.

Задача 1.2.
На похилу площину клина, яка складає з горизонтом кут  α, опирається
стержень СВ, який може зміщуватись тільки по вертикалі завдяки на-
прямному пристрою А. З якою швидкістю піднімається стержень СВ,
якщо клин рухається з постійною швидкістю U (рис. 1.12).

Коліщатко С знаходиться на рухомому тілі Т (на похилій пло-
щині), яке рухається зі швидкістю U . Центр С коліщатка виконує складний
рух. Разом з клином центр С рухається горизонтально вліво зі швидкістю U .

Це є переносний рух і пере-
носна швидкість Ve = U. Центр
С коліщатка рухається вздовж
похилої площини вгору. Це
відносний рух коліщатка зі
швидкістю Vr . Результуючий
рух коліщатка (абсолютний
рух) напрямлений вертикаль-
но вгору з абсолютною швид-
кістю Va.

Скористаємось формулою
(1.8):

а e rV V V= +

α

U

Va = ?

Рис. 1.12.
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З рис. 1.12 видно: a eV V tgα U tgα= ⋅ = ⋅ .

Задача 1.3.
Знайти швидкість точки В ламаної ланки DCB і швидкість по-
взуна А відносно ламаної при куту ϕ = 45°, якщо кривошип
OA довжиною = 0,3 м обертається з постійною кутовою
швидкістю 5 рад/с. (рис.1.13).

Рух повзуна А є складним рухом. Повзун А рухається
вздовж DC ламаної ланки АВС, яка в свою
чергу рухається по горизонтальним на-
прямним L–L. Рух ланки DCB є перенос-
ним рухом. Цей рух в даному випадку є
поступальним рухом і переносна швидкість

eV  точки А така ж сама, як і швидкість точ-
ки В.   Be VV = .   Рух повзуна А по DC є
відносним рухом з відносною швидкістю

rV . Абсолютний  рух повзуна А – це його
обертальний рух навколо точки О. Абсо-
лютна швидкість aV  напрямлена перпен-
дикулярно радіусу обертання ОА. Модуль
швидкості 5,13,05 =⋅=⋅= OAVa ω  (м/с);

5,1=aV  м/с. На рисунку 1.13 побудовані вектори швидкостей.
Для знаходження швидкостей aV  і rV  використаємо теорему синусів:

; .
sin 45 sin 75 sin 60 sin 75

a e ar V V VV
= =

° ° ° °

Звідси: 1,1=rV м/с;    34,1== Be VV м/с.

Задача 1.4.

Прямолінійна трубка обертається в площині навколо нерухо-
мого центра O  по закону 2

e 0,25t=ϕ , де ϕ – в рад, t – в с. Всере-
дині трубки рухається кулька М по закону 2

r 0,1tSOM == , де
S  – в м, t  – в с (рис. 1.14). Знайти абсолютну швидкість і
абсолютне  прискорення кульки М в момент часу c2t1 = .

ϕ = 45°
ω = 55 рад/с
OA= 0,3 м

aV ?=

Рис. 1.13.

2
e 0,25tϕ =

2
rOM S 0,1t= =

1t 2c=

aV ?=
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Рух кульки М є складним. Кулька М
рухається вздовж трубки, яка в свою чер-
гу також рухається, обертаючись навко-
ло центра О. Рух кульки  М по трубці є
відносним рухом, причому закон віднос-
ного руху точки відомий 20,1rS t=  (м).
Обертальний рух трубки – це перенос-
ний рух, закон руху якого відомий

20,25 .e tϕ =  Абсолютний рух точки М –
це рух точки відносно нерухомої системи координат з початком в точці О.

Абсолютна швидкість і абсолютне прискорення точки  М знаходяться з
формул:

;a r eV V V= + (1)

,ra e ca a a a= + + (2)
де cer aіaa ,  – відносне, переносне і коріолісове прискорення точки  М.
Побудуємо положення трубки і точки М в момент часу c2t1 ==== .
При 1 2t c= 1 57,3 ,e радϕ = ≈ ° ОМ = 0,4 м.
Знайдемо відносну швидкість точки  М:

0,2r
r

dS
V t

dt
= = .

При 1 2t c=  Модуль відносної швидкості r 0,4V =  м/с.

Відносна швидкість rV  напрямлена по трубці від точки О.

Переносна швидкість OMωV ee ⋅= ,

де     0,5e
e

dω t
dt

ϕ= =  (рад/с) – переносна кутова швидкість (кутова швидкість

трубки).
При   c2t1 = ,     1,0ωe =  (рад/с);     0,40,41Ve =⋅=  (м/с).

Переносна швидкість eV  напрямлена перпендикулярно радіусу обер-
тання ОМ.

На рис. 1.14 побудовані вектори відносної, переносної і абсолютної
швидкостей точки  М.

Рис. 1.14.
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er VV ⊥ .
Абсолютна швидкість точки  М:

2 2 2 20,4 0,4 0,56a r eV V V= + = + = (м/с);

0,56Va = м/с.
Знайдемо абсолютне прискорення

точки  М.
Почнемо з відносного прискорення . Як

зазначалось раніше, відносний рух – це рух
точки М вздовж трубки. Тому:

0,2r
r

dV
a = =

dt
 (м/с2);              0,2ra =  м/с2.

Відносне прискорення ra  напрямлене по трубці від точки О (рис. 1.15).
Переносний рух – це обертальний рух точки  М разом з трубкою навколо

осі, що проходить через точку О. Так як в переносному русі точка М рухається
по криволінійній траєкторії (по колу), то переносне прискорення ea  складається
з дотичного і нормального прискорень:

τ n
e e ea = a + a . (3)

Дотичне  переносне  прискорення  точки  М  OM=a e
τ
e ⋅ε ,  де

0,5e
e e

dωε = = =
dt

ϕ  (рад/с2) – переносне кутове прискорення трубки.

Маємо 0,5 0,4 0,2τ
ea = ⋅ =  (м/с2);    0,2τ

ea =  м/с2.

Дотичне переносне прискорення τ
ea  напрямлене перпендикулярно радіу-

су обертання ОМ.
Нормальне переносне прискорення точки М напрямлене від точки М до

центра обертання О і чисельно знаходиться з формули:
n 2
e ea ω OM= ⋅ .

При    t1 = 2 c,    ωе = 1 рад/с,    ОМ = 0,4 м.

0,4n
ea =  м/с2.

Знайдемо коріолісове прискорення ca  (див. формулу 1.29):

2c e ra (ω V )= × . (4)

Рис. 1.15
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Вектор кутової швидкості eω  напрямлений по осі обертання трубки, яка
проходить через точку О. Це означає, що вектор  напрямлений перпендикулярно
площині рисунка від нас:

e rω V⊥ .
З формули (4) по правилу векторного добутку встановлюємо, що вектор

коріолісового прискорення ca  напрямлений перпендикулярно трубці.

Напрями прискорень c
n
e

τ
er aіa,a,a  показані на рис. 1.15.

Чисельно значення коріолісового прискорення:

2 sin 2 sin90° 2 .c e r e r e r e ra ωV (ω ,V ) ωV ωV
∧

= = =

При 21t c=  2 1 0,4 0,8ca = ⋅ ⋅ = (м/с2);  0,8ca =  м/с2.

Знайдемо модуль абсолютного прискорення aa  точки М.
Вираз (3) підставимо у вираз (2):

r n
a r e e ca a a a a= + + + . (5)

Проведемо декартову систему координат XY з початком у точці М і спроек-
туємо вираз (5) на ці осі:

0,2 0,8 1τ
ax e ca = a + a = + =  (м/с2).

0,2 0,4 0,2n
ay r ea = a - a = - = -  (м/с2).
Повне абсолютне прискорення:

2 2 2 2(-0,2) 1,02a ax aya = a + a = 1 + = (м/с2);

1,02aa =   м/с2.

Задача 1.5.

Трубка, яка має форму круглого півкільця радіусом 1,2 м,
рівномірно обертається навколо горизонтальної осі О1О2

з кутовою швидкістю 2 рад/с. Вісь О1О2 проходить через
діаметр півкільця. Кулька М, яка знаходиться в трубці, ру-
хається відносно трубки по закону AM = 3,2 πt3 (м)
(рис.1.16). Знайти абсолютну швидкість і абсолютне при-
скорення точки М в момент часу t1 = 0,5 с.

R = 1,2 м
ω = 2 рад/с
S = 3,2 πt3 м
t1 = 0,5 с

Va = ?
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Нехай в даний момент часу півкільце розміщене в площині Y1OZ1.
Знайдемо положення точки М на півкільці в момент часу t1 = 0,5 с.

( )3
AM S 3,2π 0,5 0,4π= = ⋅ = (м).

Дуговій координаті відповідає центральний кут α , який можна знайти з фор-
мули:

0,4
60 60

1,2 3

S π πα ; α paд °; α °.
R

= = = = =

Рух точки М по півкільцю є відносним рухом. Рівняння цього руху:
33,2rS π t= (м).

Обертальний рівномірний рух півкільця разом з точкою М відносно осі обер-
тання О1О2 є переносним рухом.

Рух точки М відносно нерухомої системи координат X1Y1Z1 є абсолютним
рухом.

Абсолютна швидкість і абсолютне прискорення точки М знаходяться з фор-
мул:

a r eV V V= + . (1)

Рис.1.16.



342

a r e ca a a a= + + (2)
Знайдемо абсолютну швидкість кульки  М.
Вектор відносної швидкості кульки перпендикулярний радіусу обертання

СМ, знаходиться в площині Y1OZ1 і обчислюється за формулою:

29,6r

ds
V t

dt
π= = (м/с).

При   t1=0,5 с;        7,54rV =  м/с.
В переносному русі радіусом обертання точки М є МВ = СМ sin α. Вектор

переносної швидкості перпендикулярний радіусу МВ (т. б. перпендикулярний
площі півкільця) і обчислюється за формулою:

e eV ω MB= .
При t1 = 0,5 с;  MB = R sin α = 1,2 sin 60° = 1,04 м
Ve = 2 · 1,04 = 2,08 (м/с);

В зв’язку з тим, що eV ⊥ rV , маємо:

2 2 2 27,54 2,08 7,82a r eV V V= + = + = (м/с);
Знайдемо абсолютне прискорення точки М.
Відносним рухом точки М є рух по колу з радіусом R. Розкладемо повне

відносне прискорення ra  на відносне дотичне прискорення r
τa  і відносне нор-

мальне прискорення n
ra .

τ n
r r ra a a= + . (3)

Вектор відносного дотичного прискорення перпендикулярний радіусу CМ, ле-
жить в площині півкільця і знаходиться за формулою:

19,2r
r

dV
a t

dt
τ π= = (м/с).

Вектор відносного нормального прискорення напрямлений по радіусу МС до
центра обертання С і обчислюється за формулою:

2
n r
r

V
a

R
= .

При   t1=0,5 с    30,16raτ =  м/с,   47,38n
ra =  м/с.

В переносному русі точка М обертається навколо осі О1О2. Вектор пере-
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носного прискорення ea  точки М також можна розкласти на переносне дотичне
прискорення τ

ea  і переносне нормальне прискорення n
ea :

τ n
e e ea a a= + . (4)

Переносне нормальне прискорення n
ea  напрямлене по радіусу обертання МВ

до точки В і знаходиться за формулою:
n 2
e ea ω MB= .

При   t1=0,5 с    22 1,04 4,16n
ea = ⋅ =  (м/с2).

Переносне дотичне прискорення MBεa e
τ
e ⋅= . Але в даному випадку 0eε =

тому, що const 2eω = =  рад/с. Це означає, що 0τ
ea = .

Знайдемо коріолісове прискорення:

( )2c e ra ω V= × . (5)

Вектор кутової швидкості eω  напрямлений по осі О1О2 до точки О2. З век-
торного добутку (5) встановлюємо, що вектор прискорення ca  напрямлений
паралельно осі OX1, т. б. перпендикулярний площині півкільця.

Чисельне значення прискорення Коріоліса:

( ) ( )0ˆ2 2 90c e r e r e ra ω V sin ω ;V ω V sin α= = −

При   t1=0,5с    2 2 7,54 0,5 15,08ca = ⋅ ⋅ ⋅ =   (м/с2);
Напрями всіх векторів показані на рис. 1.16.
Нарешті можна приступити до визначення абсолютного прискорення точ-

ки М. Підставимо вирази (3),(4) у вираз (2):
τ n n

a r r e ca a a a a= + + + (6)
Спроектуємо векторний вираз (6) на осі координат X1Y1Z1.

15,08
Xa ca a= =

30,16 0,866 49,81
Y

n τ
a r ra a cosα a sinα .= + = ⋅ + ⋅ =47,38 0,5

47,38 0,866 30,16 0,5 4,16 30,11
Z

n τ n
a r r ea a sinα a cosα a= − + − = − ⋅ + ⋅ − = −

Повне прискорення:
2 2 2

X Y Za a a aa a a a= + + ;       60,12aa = м/с2.
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Задача 1.6.

Диск Т радіусом 0,6R = м обертається з кутовою
швидкістю 2tωe =  рад/с   відносно осі, яка перпенди-
кулярна площині диска і проходить через точку О1,
що лежить на його ободі. По каналу АВ, розміщено-

му по діаметру диска, рухається точка М по закону

t
6

π
0,6sinOM =  (м)  (рис.  1.17).  Знайти величину і

напрям абсолютної швидкості і абсолютного приско-

рення точки  М в момент часу 1t1 = с.

Точка М рухається по диску Т, а диск обертається навколо осі O1X1. Таким

чином, рух точки М по диску буде відносним рухом по закону t
6

π
0,6sinSr = , а

обертання диска відносно осі O1X1 – переносним
рухом. Вибравши точку O1 за початок нерухомої
системи координат O1X1Y1Z1, можна сказати, що
рух точки М відносно цієї системи координат буде
абсолютним рухом з абсолютною швидкістю aV  і

абсолютним прискоренням aa . Рухому систему
координат XYZ зв’яжемо з диском таким чином,
щоб її початок координат співпадав з точкою O1.
На рис. 1.17 і 1.18 показаний момент, коли осі коор-
динат O1XYZ  і  O1X1Y1Z1 співпадають.

1. Знайдемо абсолютну швидкість точки М.
Заздалегідь знайдемо положення точки М в момент часу t1 = 1  с і покажемо

це на рисунку 1.17:

0,6 1 0,3
6

π
OM sin

 = ⋅ =  
(м).

Абсолютна швидкість і абсолютне прискорення точки  М:

a r eV V V= + . (1)

a r e ca a a a= + + . (2)

 R = 0,4 м

2tωe =  рад/с

t
6

π
0,6sinSOM r == м

1t1 = с

=aV ?

=aa ?

Pис. 1.17
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Відносна швидкість 0,1 cos
6

r
r

dS
V t

dt

ππ= = .

При  t1 = 1c   0,27rV =  м/с. Відносна швидкість напрямлена по каналу АВ від
точки О.

Переносна швидкість точки диска, де в цей час перебуває точка М, знахо-
диться за формулою:

1 ,= ⋅e eV O Mω

де  ( ) ( )2 2

1 1O M OO OM= +    і    при t1 = 1c

( ) ( )2 2

1 0,4 0,3 0,5O M = + =  (м);

Тоді при t1 = 1c    2 0,5 1eV = ⋅ = (м/с);

Переносна швидкість eV  напрямлена перпендикулярно радіусу обер-

тання О1М (рис. 1.17).

Для визначення абсолютної швидкості aV  зручно вираз (1) спроектувати на
осі O1Y і O1Z:

Vay = Vr – Ve cos a;         Vaz = Vesin a,

де 0,4 0,3
cos 0,8 sin 0,6

0,5 0,5
1

1 1

OO OMα ; α
O M O M

= = = = = = .

Тоді ayV = -0,53; azV =0,6;   2 2 0,8a ay azV (V ) (V )= + = (м/с);

0,8aV =  м/с.
Напрям абсолютної швидкості можна знайти за напрямними косинусами:

0,53 0,6
cos 0,66; cos 0,75

0,8 0,8a a(V ,i) (V ,k)= − = − = = .

1. Знайдемо абсолютне прискорення точки М.
Так як диск Т (рухома система координат) виконує обертальний рух віднос-

но точки О1, то переносне прискорення буде:
τ
e

n
ee aaa += . (3)

З урахуванням виразу (3) вираз (2) перепишемо:

c
τ
e

n
era aaaaa +++= . (4)
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Знайдемо відносне прискорення ra . Для цьо-
го умовно зупинимо обертальний рух диска. В
цьому випадку точка М виконує коливальний рух
відносно точки О:

2 2

2
0,1 sin

6 6
r r

r

d S dV π π
a - t

dtdt
= = = .

При 1t1 =  с  0,08ar −=  м/с2. Знак “–” показує,
що відносне прискорення напрямлене в протилеж-
ну сторону відносній швидкості rV  (рис. 1.18).

Знайдемо переносне нормальне n
ea  і дотичне

τ
ea  прискорення. Для цього умовно зупинимо рух

точки М по диску і в момент часу 1t1 = с будемо
шукати прискорення точки диска, в якій знаходиться точка М, при обертанні
диска відносно осі О1Х1. При цьому кутове прискорення диска, нормальне і до-
тичне переносне прискорення точки будуть мати слідуючі значення:

2e
e

dωε
dt

= =  (рад/с2);           2eε =  рад/с2;

2
1 4 0,5 2n

e ea ω O M= ⋅ = ⋅ =  (м/с2);   2n
ea =  м/с2;

1 2 0,5 1τ
e ea ε O M= ⋅ = ⋅ =  (м/с2);      1τ

ea = м/с2.
Нормальне прискорення n

ea  напрямлене по радіусу обертання О1М до точ-
ки О1, а дотичне прискорення τ

ea  перпендикулярне вектору n
ea  (рис. 1.18).

Знайдемо значення коріолісового прискорення ca  в момент часу 1t1 = с.
Згідно виразу (1.30):

2 sinc e r e ra ωV (ω ,V )= . (5)

Кут між вектором кутової швидкості eω  і відносною швидкістю rV  в даному
випадку складає 90°. Тоді з виразу (5) випливає:

2 2 0,27 1 1,08ca = ⋅ ⋅ ⋅ = (м/с2);     1,08ca =  м/с2.

Використовуючи правило Жуковського, встановлюємо, що вектор коріолісового
прискорення ca  лежить в площині диска і напрямлений паралельно осі O1Z1 вверх.

Для визначення абсолютного прискорення aa спроектуємо вираз (4)  на  осі
O1Y і O1Z:

Pис. 1.18
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Pис. 1.19

Pис. 1.20.

sin cos 0,08 2 0,6 1 0,8 2,08n τ
a y r e еa –a – a α – a α – – – –= = ⋅ ⋅ = .

cos sin 2 0,8 1 0,6 1,08 0,08n τ
az e e ca a α a α a= − + + = − ⋅ + ⋅ + = .

Тоді повне абсолютне прискорення:
2 2 2,08

y za a a aa (a ) (a ) ; a= + ≈  м/с2.

Знайдемо напрям абсолютного прискорення:

2,08 0,08
cos 1 cos 0,03

2,08 2,08a a(a , j) ; (a ,k)= − ≈ − = ≈ .

Як видно з отриманої числової інформації, вектор абсолютного прискорен-

ня aa  напрямлений майже паралельно осі O1Y до точки O.

1.6. Задачі для самостійного розв’язування

Задача 1.7.
Механізм складається з кривошипа ОА і куліси О1В, які

обертаються навколо паралельних осей О і О1 (рис. 1.19).
Кривошип обертається по закону 2tϕ =  (t – в секундах);
ОО1 = ОА = 0,3м. Знайти при 60ϕ = °  відносну швидкість
точки А кінця кривошипа по відношенню до куліси і куто-
ву швидкість куліси.

Відповідь: 0,3rV =  м/с; 
1

1O Bω =  рад/с.

Задача 1.8.
Кривошип О1М кривошипно-кулісного механізму обертається з постійною

кутовою швидкістю ω  =  2  рад/с навколо горизонтальної осі О1Z. Знайти швидкість
і прискорення каменя М і куліси АВD в положенні механізму, коли кривошип скла-
дає з горизонтом кут 30α = ° , якщо О1М = 0,1м  (рис. 1.20.)

Відповідь:    0,1еV =  м/с;  0,1 3rV =  м/с;

0,2 3ea = м/с2;  0,2ra =  м/с2.
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Задача 1.9.

Кільце радіусом R м обертається навколо точки О в
площині рисунка проти ходу годинникової стрілки з по-
стійною кутовою швидкістю ω = π рад/с. По кільцю ру-

хається маленьке кільце М згідно рівнянню 2S πRt м= ,

де OMS ∪=  (рис. 1.21). Знайти абсолютну швидкість і
абсолютне прискорення точки М в момент часу t1 = 1с.

Відповідь:  22 1a aV 0; a π R π= = +  м/с2.

Задача 1.10.

Точка М, виходячи з вершини конуса А, рухається

вздовж твірної по закону 2tSAM == (м). Конус обер-

тається навколо своєї осі АВ згідно рівнянню 
2

t
t

2

+=ϕ

(рис. 1.22). Знайти абсолютні швидкість і прискорення

точки М через 2 с після початку руху.

Відповідь: 7,21aV =  м/с;   22,09aa =  м/с2.

Задача 1.11.

Повзун А в кулісному механізмі може переміща-
тись вздовж рухомої куліси ОА. Для випадку, коли куліса
займає вертикальне положення, знайти відносну
швидкість rV  і відносне прискорення повзуна А, якщо
куліса обертається з постійною кутовою швидкістю ω
відносно осі, що проходить через точку О перпендику-
лярно площині рисунка. О1О=ОА=r (рис. 1.23).

Відповідь: ωrVr = ; швидкість rV  напрямлена

по кулісі ОА до точки О; 2
ra ω r= .Прискорення ra

напрямлене по кулісі ОА від точки О.

Рис. 1.23.

Pис. 1.22.

Pис. 1.21.
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Задача 1.12.
Рівнобедрений прямокутний трикутник АВС зі

стану спокою починає обертатись навколо катета
АВ рівноприскорено з кутовим прискоренням
ε = 0,5 рад/с2. По гіпотенузі трикутника рухається точ-
ка М від вершини В по закону S = BM = 20 t см (рис.
1.24). Знайти абсолютне прискорення точки М в мо-
мент часу t = 2 с.

Відповідь: aa = 51 см/с2.

2. Кінематика складного руху
твердого тіла

2.1. Переносний рух середовища, абсолютний і відносний рух
твердого тіла

В розділі 1 ми розглядали складний рух точки. В цьому розділі  будемо
розглядати складний рух твердого тіла, яке не можна розглядати як матер-
іальну точку.

Рух твердого тіла називається складним, якщо воно одночасно бере участь
в декількох рухах.

Звернемось до рис. 1.2, де замість рухомої точки М в нас рухоме тіло D.
Нехай тіло Т рухається відносно нерухомої системи координат X1Y1Z1, а по
тілу Т рухається тіло D. Рух тіла D є складним. На тілі Т виберемо систему
координат XYZ, яка жорстко зв’язана з цим тілом. Система координат XYZ –
рухома система координат.

Рух тіла D відносно рухомої системи координат XYZ називається відносним
рухом, а рух тіла Т (рухомої системи координат) відносно нерухомої системи
координат є переносним рухом. Рух тіла D  відносно нерухомої системи коорди-
нат X1Y1Z1 є абсолютним рухом.

рис.  1.24
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2.2. Додавання двох миттєвих поступальних рухів тіла
Теорема 2.1. Якщо тіло одночасно бере участь в декількох  поступальних
рухах, то результуючий рух тіла буде поступальним.

Нехай тіло D рухається поступально зі швидкістю rV  відносно системи коор-
динат XYZ (тіла Т), а тіло Т в свою чергу рухається поступально зі швидкістю eV

відносно нерухомої системи координат X1Y1Z1. Знайдемо абсолютну швидкість
точок тіла.

По теоремі складання швидкостей швидкість довільної точки тіла в кожний
момент часу дорівнює геометричній сумі швидкостей rV  і eV . В нашому випадку
відносний і переносний рухи є поступальними, швидкості всіх точок тіла в віднос-
ному русі визначаються вектором rV , а в переносному русі – вектором eV , тому
абсолютні швидкості всіх точок тіла будуть рівні між собою і виражені рівністю

r ea V +VV = (2.1)
Отже, результуючий рух буде поступальним.

2.3. Додавання двох миттєвих обертань навколо осей,
що перетинаються
Теорема 2.2. Якщо тіло одночасно бере участь в двох обертаннях навколо
осей, що перетинаються то результуючий (абсолютний) рух тіла в даний
момент часу є обертальним рухом навколо осі, яка проходить через точку
перетину осей відносного і переносного обертань. Миттєва кутова швидкість

aω  складного руху тіла дорівнює векторній сумі миттєвих кутових швидкос-
тей відносного rω   і переносного eω  обертань:

a r eω ω ω= + . (2.2)

Нехай колесо D обертається навколо осі ОА, а вісь ОА обертається навколо
осі ОВ. Осі ОА і ОВ перетинаються в точці О (рис. 2.1). Обертальний рух колеса D
відносно осі ОА є відносним рухом з кутовою швидкістю rω , а обертальний рух
осі ОА відносно осі ОВ – переносним рухом з кутовою швидкістю  eω . Знайдемо
абсолютну швидкість aω  колеса D. Спочатку знайдемо положення миттєвої осі
абсолютного обертання тіла D. Миттєва вісь обертання – це лінія, лінійні швид-
кості точок якої в даний момент часу дорівнюють нулю. Одна точка цієї лінії вже
відома. Це точка О. Знайдемо ще одну точку.
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Проведемо дві площини П і П1. Через
вектори rω  і  eω проведемо площину П, а
площину П1 ⊥  П. Побудуємо паралелог-
рам на векторах  rω  і  eω ,  і проведемо
діагональ ОС (рис. 2.2). Знайдемо абсо-
лютну швидкість a

CV  точки С:

,= +a r e
C C CV V V

(2.3)
де r

CV   і e
CV   –  відповідно відносна і переносна швидкості точки С.

,= ⋅ =r
C r r OACBV h Sω (2.4)

де rh  – радіус обертання точки С в її відносному русі, OACBS  – площа паралелог-
рама ОАСВ. Швидкість r

CV   напрямлена перпендикулярно площині П від нас.
r

CV  ⊥  П.

Переносна швидкість
e

CV OACBee Sh =⋅=ω , (2.4, а)

де eh  – радіус обертання точки С в її
переносному русі. Швидкість e

CV  напрям-
лена перпендикулярно площині П до нас.

e
CV ⊥ П.

З виразів (2.4) і (2.4,а) видно, що пере-
носна і відносна швидкості по модулю одна-
кові, а напрями цих швидкостей протилежні.
Це означає, що абсолютна швидкість точки
С  a

CV , яка знаходиться  з формули (2.3), дорівнює нулю:
0a r e

C C CV V V= − = .
Якщо через точки О і С провести лінію, то ця лінія буде миттєвою віссю

обертання (м. в. о).
Миттєва вісь обертання проходить по діагоналі паралелограма, побу-

дованого на векторах кутових швидкостей при відносному і переносному обер-
таннях твердого тіла.

Відносно м. в. о. тіло виконує обертальний рух в абсолютному русі. Знайде-
мо абсолютну кутову швидкість тіла aω . Візьмемо на колесі  D довільну точку М.
Абсолютна швидкість точки М :

Рис. 2.1

Рис. 2.2
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,= +a r e
M M MV V V (2.5)

де r
MV  і e

MV  – відповідно відносна і переносна швидкості точки М.
Використовуючи формулу Ейлера, запишемо

OMV a
a

M ×=ω , OMV r
r

M ×=ω , OMV e
e

M ×=ω .           (2.6)
Підставимо вирази (2.6) у вираз (2.5).

a r eω ω ω= + . (2.7)
При обертанні твердого тіла навколо осей, які перетинаються, абсо-

лютна кутова швидкість тіла дорівнює геометричній сумі кутових швидкос-
тей відносного і переносного обертань.

2.4. Додавання двох миттєвих обертань навколо паралельних осей
Нехай тверде тіло D обертається навколо осі АХ, а сама вісь обертається

навколо паралельній їй осі ОХ1 (рис. 2.3). Тіло D бере участь у двох рухах. Обер-
тальний рух тіла D навколо осі АХ є відносним рухом з відносною кутовою швид-
кістю rω , а обертальний рух осі АХ навколо осі ОХ1 є переносним рухом з куто-
вою швидкістю еω . Знайдемо абсолютну кутову швидкість aω  тіла D.

Розглянемо два випадки руху, а саме, коли обертання відбувається в одному
напрямі і коли в протилежних напрямах.

2.4.1. Обертання в одному напрямі
Розглянемо систему двох  коліс. Ко-

лесо 1 нерухоме, а колесо 2 обертається
з відносною кутовою швидкістю rω
відносно осі АХ, а вісь АХ обертається в
тому ж напрямі з кутовою швидкістю
ωе навколо осі ОХ1. Знайдемо абсолют-
ну кутову швидкість  колеса 2 (рис. 2.3).

Розглянемо довільну  точку С, яка
знаходиться на осі ОА. Її абсолютна
швидкість

,= +a r e
C C CV V V

де r
CV   і e

CV  – відповідно відносна і пере-
носна швидкості точки С.Рис. 2.3
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ACV r
r

C ⋅=ω ,                    OCV e
e

C ⋅=ω .

Напрями цих швидкостей показані на рис. 2.3. Ці швидкості напрямлені по
одній прямій в протилежні сторони. Тому абсолютна швидкість a

CV  буде

OCACVVV er
e

C
r

C
a

C ⋅−⋅=−= ωω .

Це означає, що на осі ОА можна знайти таку точку С, абсолютна швидкість
якої дорівнює нулю, т. б.

0=⋅−⋅ OCAC er ωω .

Звідси
e

r

ω
ω

=
AC

OC
. (2.8)

Через точку С, положення якої знаходиться з виразу (2.8), проходить миттєва
вісь абсолютного обертання колеса 2.

Миттєва вісь абсолютного обертання поділяє відстань між осями коліс
1 і 2 у відношенні, обернено пропорційному величинам миттєвих кутових швид-
костей відносного і переносного обертань.

Вектор абсолютної кутової швидкості aω напрямлений по м. в. о.
Знайдемо значення абсолютної кутової швидкості aω  колеса 2.
Абсолютна швидкість точки  А

.a r e
A A AV V V= +

Точка А лежить на осі обертання АХ, тому 0=r
AV .  Маємо e

A
a

A VV = ,

ACV a
a
A ⋅= ω ,          OAV e

e
A ⋅=ω ,

 де АС – відстань точки А до м. в. о.

ωa · AC = ωe · OA;

Звідси         
AC

OA
ea ⋅=ωω ;                  ACOCOA += .
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Тоді                    eeea AC

OC

AC

ACOC ωωωω +⋅=+⋅= .

Використаємо вираз (2.8):

e
e

r
ea ω

ω
ω

ωω +⋅= .

Остаточно .a r eω ω ω= + (2.9)
При обертанні твердого тіла навколо паралельних осей (обертання в

одному напрямі) абсолютна миттєва кутова швидкість дорівнює алгебраїчній
сумі миттєвих кутових швидкостей відносного і переносного обертань.

Вектор абсолютної кутової швидкості aω  паралельний кутовим швидкостям
rω  і eω  і напрямлений в ту ж сторону.

2.4.2. Обертання в протилежних напрямах
Для ілюстрації цього руху розглянемо внутрішнє кочення по нерухомій

шестерні 1 другої шестерні, яку приводить в рух кривошип. Колесо 1 неру-
хоме, колесо 2 виконує складний рух (рис. 2.4).

Знайдемо абсолютну швидкість точки С, яка знаходиться на прямій, що
проходить через точки О і А:

a r e
C C CV V V= + ;

Знайдемо відносну і переносну
швидкість точки С:

ACV r
r

C ⋅=ω ;

OCV e
e

C ⋅=ω .
Напрями цих швидкостей показані

на рис. 2.4. Ці швидкості напрямлені по
одній прямій в протилежні сторони,
тому абсолютна швидкість  точки С

OCACVVV er
a

C
r

C
a

C ⋅−⋅=−= ωω .
Міняючи положення точки С, мож-

на знайти таке місце, де її абсолютна
швидкість дорівнює нулю:

0=a
CV ;         0=⋅−⋅ OCAC er ωω .Рис. 2.4
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Звідси
e

r

AC

OC

ω
ω

= . (2.10)

Через точку С, положення якої знаходиться з виразу (2.10), проходить миттє-
ва вісь обертання колеса 2.

Знайдемо значення абсолютної кутової швидкості aω  колеса 2.
Абсолютна швидкість точки А

e
A

r
A

a
A VVV += ,

Але відносна швидкість точки А        0=r
AV . Тому  e

A
a

A VV = .

ACV a
a
A ⋅= ω ,          OAV e

e
A ⋅= ω ,

де АС – відстань точки А до м. в. о.

OAAC ea ⋅=⋅ ωω ;
AC

OA
ea ⋅=ωω ; ACOCOA −= .

Тоді
a e e e

OC AC OC

AC AC
ω ω ω ω−= ⋅ = ⋅ − .

Використовуючи вираз (2.10), маємо
.a r eω ω ω= − (2.11)

При складанні двох антипаралельних обертань, результуючим рухом тіла
є обертання навколо миттєвої осі, паралельної даним осям АХ і ОХ1. М. в. о.
ділить відстань між осями зовнішнім чином на частини, обернено пропорційні
кутовим швидкостям rω  і eω .

Кутова швидкість aω  результуючого руху дорівнює різниці кутових швид-
костей і напрямлена в сторону більшої кутової швидкості.

Примітка. Як видно з рис. 2.3 і 2.4 миттєва вісь обертання проходить
через точку контакту рухомого колеса 2 з нерухомим  колесом 1.

2.4.3. Пара обертань
Розглянемо випадок коли два миттєві обертання рівні за величиною, але

протилежні за напрямом і не відбуваються навколо однієї осі. Сукупність
двох таких миттєвих обертань називається парою миттєвих обертань.

Для прикладу візьмемо рух педалі велосипеда (рис. 2.5). Рух педалі утво-
рюється внаслідок протилежних обертань навколо паралельних осей: власної
осі педалі, що проходить через точку А, і осі ведучої шестерні.
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Покажемо, що у випадку
пари обертань ( er ωω −= , а по ве-
личині er ωω = ), результуючий
рух тіла буде поступальним.
Візьмемо в площині П довільну
точку М. Абсолютна швидкість
точки М може бути представле-
на геометричною сумою двох
швидкостей:

a r e
M M MV V V= + ,

де, використовуючи формулу Ейлера, AMV r
r

M ×=ω  – швидкість точки  М при
її обертанні навколо точки А, а OMV e

e
M ×=ω  – швидкість точки  М при її

обертанні навколо точки О.

Тоді )()( OMAMV er
a

M ×+×= ωω .

Враховуючи те, що er ωω −= , маємо

( ) ( ) ( )a
M e e e eV AM OM OM AM OAω ω ω ω= − × + × = × − = × .

Як видно з цього виразу, швидкість точки  М не залежить від її положення в тілі.

OAV e
a

M ×=ω . (2.12)
З цієї формули видно: якщо тіло бере участь в парі обертання, то резуль-

туючий рух тіла буде поступальним. Дійсно, рух педалі велосипеда є посту-
пальним рухом.

З формули (2.12) можна знайти величину швидкості поступального руху
тіла:

V = ωe ·d,
де d  – найкоротша відстань між осями обертання.

2.5. Вказівки до розв’язування задач на складний рух твердого тіла
В цьому розділі ми розв’яжемо задачі на обертання тіл навколо паралельних

осей і осей, які перетинаються. В обох зазначених випадках будемо знаходити
абсолютну, переносну і відносну кутові швидкості тіл, а також абсолютну, пере-
носну і відносну швидкості і прискорення точок, які належать цим тілам.

Рис. 2.5
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По ходу розв’язування задач будуть надаватись методичні рекомендації і
буде проводитись обговорення результатів розрахунків.

Задача 2.1.
Кривошип 4 з’єднує осі О і А зубчастих коліс 1 і 2, які між собою
знаходяться в зовнішньому зачепленні. Колесо 1 нерухоме, а кри-
вошип обертається навколо осі, що проходить через точку О, з
постійною кутовою швидкістю ω0. Колесо 2 в свою чергу знахо-
диться в внутрішньому зачепленні з колесом 3 (рис. 2.6). Знайти
абсолютні кутові швидкості коліс 2  і  3, і кутову швидкість колеса
2 відносно осі А. В розрахунках прийняти: r1 = 6 см, r2 = 12 с.

Цю задачу розв’яжемо двома спо-
собами, один із яких розглядався раніше
в модулі 4.

Перший спосіб. Кривошип 4, коле-
со 3 виконують чисто обертальний рух
навколо осі, що проходить через точку
О, а колесо 2 виконує плоский рух.
Швидкість точки А

0210 )( ωω rrOAVA +=⋅= .
Точка Р – точка контакту колеса 2 з

нерухомим колесом 1 є миттєвим цент-
ром швидкостей. Тоді абсолютна
швидкість 2ω  колеса 2

1 2 0
2 0

2

( )
1,5A r rV

AP r

ωω ω+
= = = ;     02 5,1 ωω = .

Знайдемо кутову швидкість 3ω  колеса 3.
Швидкість точки В, яка належить одночасно колесам 2 і 3,

1 2 02 2( )B AV V r r ω= = + .
Центром обертання колеса 3 є точка О.  Тому

1 2 0
3 0

1 2

2( )
1,2

2
B r rV

OB r r

ωω ω+
= = =

+
;     3 01,2ω ω= .

Колесо 2 має складний рух: воно обертається з відносною кутовою швид-
кістю rω  навколо осі, що проходить через точку А, і, разом з віссю А, обер-

ω0
r1=6 см
r2=12 см

ω2 = ?
ω3 = ?
ωr = ?

Рис. 2.6
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тається з переносною кутовою швидкістю 0ωω =е  навколо осі, що прохо-
дить через точку О. Ці обертання проходять навколо паралельних осей в
одному напрямі, тому

2 r eω ω ω= + .
Звідси

2 0 0 01,5 0,5r eω ω ω ω ω ω= − = − = ;       00,5rω ω= .
Другий спосіб. Скористаємось методом Вілліса. Суть цього методу деталь-

но розглядалась в модулі 4.
Складемо таблицю кутових швидкостей до і після миттєвої зупинки обертан-

ня кривошипа 4.

Ми отримали систему коліс з нерухомими осями обертання, причому коле-
со 1 обертається з кутовою швидкістю 0ω− .

Складемо відношення між кутовими швидкостями коліс:

1

2

02

0

r

r−=
−

−
ωω

ω
   (а);         

2

3

03

02

r

r=
−
−

ωω
ωω    (б).

Перемножимо вираз (а) на вираз (б).

1

3

03

0

r

r−=
−

−
ωω

ω
.

Звідси 0
3

1
3 1 ωω 





+=

r

r .

Враховуючи те, що 302 213 =+= rrr  cм,  маємо     03 2,1 ωω = .

З виразу (а) знайдемо абсолютну кутову швидкість   2ω  колеса 2

02 5,1 ωω = .
Кривошип, колеса 2 і 3 обертаються в одну сторону.
Примітка 1: Якщо планетарний або диференціальний механізм скла-

дається з двох коліс і кривошипа (водила), то не обов’язково кожний раз
складати таблицю, бо між абсолютними кутовими швидкостями 1ω  і 2ω
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Рис. 2.7

коліс 1 і 2, і кутовою швидкістю 0ω  кривошипа (водила) існує слідуюча
залежність (формула Вілліса):

1 0 2 2

2 0 1 1

r z

r z

ω ω
ω ω

−
= ± = ±

− , (2.13)

де r1 і r2 – радіуси коліс 1 і 2;   z1 і z2 – числа зубців коліс 1 і 2.
Знак “+” відноситься до внутрішнього зачеплення коліс, при якому колеса

обертаються в одному напрямі, а знак “–” – до зовнішнього зачеплення коліс,
при якому колеса обертаються в протилежних напрямах.

Примітка 2: В формулі Вілліса (2.13) 1ω  і 2ω  – це абсолютні кутові швид-
кості коліс 1 і 2, а ( 1ω – 0ω ) і ( 2ω – 0ω ) – це відносні кутові швидкості цих коліс.

r1ω = 1ω – 0ω ;   
r2ω = 2ω – 0ω . (2.14)

Якщо механізм складається з трьох і більше коліс, то формулу Вілліса по-
трібно використовувати окремо  до кожної пари зачеплених між собою коліс.

В даній задачі розглядався механізм з трьома колесами і формула Вілліса
використовувалась двічі.

Задача 2.2.

Використовуючи умову задачі 2.1, знайти абсолютні кутові
швидкості коліс 2 і 3, і відносну кутову швидкість ωr  колеса 2,
якщо колесо 1 обертається з кутовою швидкістю ω1, а криво-
шип ОА з кутовою швидкістю ω0. Напрями цих обертань співпа-
дають (рис. 2.7).

Примітка. Механізм, який представ-
лений на рис. 2.6, називається планетарним редукто-
ром, а на рис. 2.7 – диференціальним редуктором.

Планетарним редуктором називається редуктор,
у якого одне колесо 1 нерухоме, а останні колеса при-
водяться в рух кривошипом, вісь обертання якого
співпадає з віссю нерухомого колеса; осі всіх останніх
коліс знаходяться на кривошипі.

Диференціальним редуктором називається редук-
тор, у якого і колесо 1 обертається навколо тої осі, що і
кривошип.

ω0;  ω1
r1 = 6 см
r2 = 12 см

ω2 = ?
ω3 = ?
ωr = ?
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Для розв’язання цієї задачі використаємо формулу Вілліса. Напишемо фор-
мулу Вілліса для пари коліс 1–2:

1 0 2

2 0 1

2
r

r

ω ω
ω ω

−
= − = −

− . (а).

Аналогічно для пари коліс 2–3:

2 0 3

3 0 2

5

2

r

r

ω ω
ω ω

−
= + =

− . (б).

З виразу (а)           ( )2 0 1

1
3

2
ω ω ω= − .

З виразу (б)           ( )3 0 1

1
6

5
ω ω ω= − .

Відносна кутова швидкість колеса 2.

( )2 0 0 1 0 0 1

3 1
0,5

2 2rω ω ω ω ω ω ω ω= − = − − = − .

( )0 10,5rω ω ω= − .

Задача 2.3.

В планетарному редукторі ведучий вал I жорстко зв’язаний з коле-
сом 1. Колеса 2 і 2′ знаходяться в зачепленні з колесом 1. Вісі колес 2
і 21 насаджені на водило Н, яке жорстко зв’язане з  валом II. Колесо 3
нерухоме (рис. 2.8). Знайти кутову швидкість вала II, абсолютну і
відносну кутові швидкості колеса 2, якщо кутова швидкість вала I
дорівнює ω1. Радіуси коліс відповідно дорівнюють r1 = 20 см,  r2  = 20
см,  r3 = 60 см.

Обертаючись, колесо 1 приводить в рух колеса,  які рухаються
по колу  навколо нерухомого колеса 3. Осі А і A′  коліс 2  і  2′  рухаються по колу
навколо вісі обертання I і приводять в обертальний рух водило Н, яке обертається
навколо вісі II з кутовою швидкістю Hω , причому IIH ωω = . Колеса 2 і 2′  викону-
ють складний рух навколо паралельних осей.

Використаємо формулу Вілліса.
Для пари коліс 1 і 2, які знаходяться в зовнішньому зачепленні

1 2

2 1

.H

H

r

r

ω ω
ω ω

− = −
−

(1)

ω1
r1=20 см
r2=20 см
r3=60 см

ωΙΙ = ?
ω2 = ?
ωr = ?
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Для пари коліс 2 і 3, які знаходяться в
внутрішньому зачепленні

32

3 2

.
−

= +
−

H

H

r

r

ω ω
ω ω

(2)

Перемножимо рівності (1) і (2) і
враховуючи, що 03 =ω (колесо неру-
хоме), маємо

31

1

H

H

r

r

ω ω
ω
− = −

− .

Звідси 14

1ωω =H .     .
4

1
1ωωω == HII

З виразу (1) .
2

1
12 ωω −=

Відносна кутова швидкість колеса 2:

2 1 1 1

1 1 3

2 4 4r Hω ω ω ω ω ω= − = − − = − ;  1

3
.

4rω ω= −

Проаналізуємо результати підрахунків.
Вал II обертається в тому ж напрямі, що і вал I, а це означає, що вантаж

піднімається. Колесо 2 обертається в протилежному напрямі до колеса 1.

Задача 2.4.

В диференціальному епіциклічному механізмі колесо 6 не-
рухоме, водило ОА має кутову швидкість ωН, а колесо 4 –
кутову швидкість ω4 і обертається в тому напрямі, що і
водило (рис. 2.9). Знайти кутову швидкість колеса 5, якщо
r1 = 4 см, r2 = 12 см, r3 = 4 см,  r4 = 8 см.

Використаємо формулу Вілліса для пари коліс 1, 6:

1 6

6 1

H

H

r

r

− = −
−

ω ω
ω ω

. (1)

Враховуючи те, що колесо 6 нерухоме ( 06 =ω ) і 202 126 =+= rrr см, з
виразу (1) маємо:

ω1 = – 4 ωΗ.

Pис. 2.8

ωН;    ω4

r1 =  4 см;   r2 = 12 см
r3 = 4 см;   r4 = 8 см

ω5 = ?



362

Pис. 2.9

Запишемо формулу Вілліса для пари коліс 1, 2:

1 2

2 1

3H

H

r

r

ω ω
ω ω

− = − = −
− .                           (2)

Звідси .
3

8
2 Hωω =

Стержень BB ′  обертається з кутовою швид-
кістю 2ω  колеса 2 завдяки тому, що він жорстко
зв’язаний з цим колесом. Для системи коліс 3, 4, 5
стержень BB ′  є водилом.

Запишемо формулу Вілліса для пари коліс 3, 4:
3 2 4

4 2 3

2
r

r

ω ω
ω ω

−
= − = −

− . (3)

З виразу (3) знаходимо .28 43 ωωω −= H

Розглянемо пару коліс 3 і 5.
3 2 5

5 2 3

.
r

r

ω ω
ω ω

−
= +

−

Враховуючи те, що 162 345 =+= rrr см, маємо 4
5

8
.

2
Hω ωω −=

Проаналізуємо результат: 1) якщо Hωω 84 = , то колесо 5 буде нерухомим;
2) якщо Hωω 84 < , то колесо 5 буде мати той же напрям обертання, що і водило
ОА і колесо 4.

Задача 2.5.

 Стержень АВ жорстко зв’язаний з колесом 2, яке приводиться
в рух кривошипом ОВ. Кривошип ОВ обертається  з постійною
кутовою  швидкістю ωкр = 4 рад/с. Радіуси коліс 1 і 2 відповідно
r1 = 0,1 м, r2 = 0,2 м, точка А знаходиться від центра В колеса 2 на
відстані АВ = 30 см (рис. 2.10). Знайти кутову швидкість колеса
2, лінійну швидкість і прискорення точки А в момент часу, коли
між кривошипом і стержнем АВ кут α  = 120°.

Швидкість і прискорення точки А знайдемо двома способами.
Перший спосіб. Колесо 2 і жорстко зв’язаний з ним стержень АВ здійсню-

ють плоский рух. Враховуючи, що точка А належить тілу, яке виконує плос-

ωкр = 4 рад/с
r1 = 0,1 м
r2 = 0,2 м
AB = 0,3 м
α  = 120°

ω2  = ?
VA  = ?
aA  = ?
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кий рух, знайдемо її швидкість і прискорення.
Другий спосіб. Точка А здійснює складний

рух. Тому в цьому випадку можна використа-
ти теорему про складання швидкостей і тео-
рему Коріоліса.
Перший спосіб. Знайдемо швидкість точ-

ки  В

1 2( ).= ⋅ = +B кр крV ОВ r rω ω
Для колеса 2 точка Р є миттєвим центром

швидкостей (м. ц. ш.). Кутова швидкість колеса 2

1 2
2

2

B
кр

V r r

BP r
ω ω

 += =  
 

. (1)

Враховуючи числові дані, маємо ω2 = 6 рад/с.
Швидкість точки А перпендикулярна АР і чисельно знаходиться з

формули:

2 ,AV APω= ⋅

де 2 2 2 cos 120 0,435AP BP AB BP AB= + − ⋅ ° = (м).

Тоді      2,61AV м с= .
Знайдемо прискорення точки А. Але для цього попередньо треба знайти

прискорення точки В. Точка В рухається по колу, радіус якого ОВ.
Прискорення точки В:

,= +n
B B Ba a aτ

де  n
Ba , τ

Ba – відповідно нормальне і дотичне прискорення точки В

2 2 24 0,3 4,8n
B крa OB м сω= ⋅ = ⋅ = .

Нормальне прискорення n
Ba  напрямлене від точки В до точки О.

Дотичне прискорення ОВa крB ⋅= ετ .
Враховуючи те, що кривошип обертається з постійною кутовою

швидкістю, то 0=крε , тому 0=τ
Ba .

Таким чином, нормальне прискорення n
Ba  є повним прискоренням точки В:

Рис. 2.10
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24,8n
B Ba a м с= = .

Візьмемо за полюс точку В. Тоді прискорення точки А
n

A B AB ABa a a aτ= + + .
Нормальне прискорення точки А при її обертанні навколо точки В

2n
AB ABa ABω= ⋅ .

Але ωAB = ω2. Тоді, враховуючи числові дані, маємо
28,10 смan

AB = .

Вектор прискорення n
ABa  напрямлений від точки А до точки В (рис. 2.11)

Дотичне прискорення точки А при її обертанні навколо точки В

AB ABa AВτ ε= ⋅ .

Але 0
2

2 ===
td

d
AB

ωεε , бо const=2ω  (див. формулу 1).

Таким чином, прискорення точки А
n

A B ABa a a= + . (2)
Знайдемо модуль і напрям прискорення точки А.
Спроектуємо вираз (2) на координатні осі (рис. 2.11):

2sin 30 4,8 10,8 0,5 10,2 .
X

n
A B ABa a a м с= + ° = + ⋅ =

2cos30 10,8 0,866 9,35 .
Y

n
A ABa a м с= ° = ⋅ =

Модуль прискорення точки А і його напрям  знайдемо з формул:
2 2 213,8

X YA A Aa a a м с= + = ;  213,8Aa м с= .

10,2
cos 0,737

13,8
XA

A

a

a
γ = = = ;  42,5γ = ° .

Другий спосіб. Колесо 2 здійснює склад-
ний рух. Обертальний рух колеса разом з кри-
вошипом ОВ навколо центра О є переносним
рухом з постійною кутовою швидкістю

крe ωω = . Обертальний рух  колеса 2 навколо
центра В є відносним рухом з невідомою
відносною кутовою швидкістю rω . Обертан-Рис. 2.11
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Рис. 2.12.

ня проходить навколо паралельних осей в одну сторону.
Абсолютна кутова швидкість колеса 2

ωa = ωе +ωr. (3)
Абсолютна кутова швидкість колеса 2 знайдена за допомогою м. ц. ш. (див.

формулу 1)
ωa = ω2 = 6 рад/с.

З виразу (3) відносна кутова швидкість колеса 2

6 4 2 / ; 2 / .r a e rрад с рад сω ω ω ω= − = − = =
Знаючи переносну і відносну кутові швидкості, можемо знайти абсолютну

швидкість точки А:

    a e r
A A AV V V= + , (4)

де e
AV  і r

AV  –  відповідно переносна і відносна швидкості точки А.

Преносна швидкість OAV e
e
A ⋅= ω ,

де 2 2 2 cos 120 0,52OA OB AB OB AB= + − ⋅ ° = м;

Тоді 4 0,52 2,08e
AV м с= ⋅ = ;

Переносна швидкість напрямлена перпендикулярно ОА (рис. 2.12).
Відносна швидкість перпен-

дикулярна АВ  і чисельно знахо-
диться з формули

2 0,3 0,6r
A rV AB м сω= ⋅ = ⋅ = ;

0,6r
AV м с= .

Знайдемо модуль і напрям аб-
солютної швидкості точки А. Для
цього спроектуємо вираз (4) на ко-
ординаті осі.

cos 60 cos 30 1,56
X

a e r
A A AV V V м с= − ° − ° = − .

sin 60 sin 30 2,1
Y

a e r
A A AV V V м с= ° + ° = .

Модуль абсолютної швидкості точки А і її напрям знайдемо з формул
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2 2( ) ( ) 2,61
X X

a a a
A A AV V V м с= + = , 2,61a

AV м с= .

2,1
cos 0,806

2,61
Y

a
A

A

V

V
β = = = ; 36,4β = ° .

Перейдемо до знаходження абсолютного прискорення точки А.
Згідно теореми Коріоліса

,= + +a e r c
A A A Aa a a a (5)

де c
A

r
A

e
A aaa ,,  –  відповідно переносне, відносне і коріолісове прискорення

точки А.
Враховуючи те, що в переносному і відносному русі колесо 2 рухається з

постійними кутовими швидкостями eω  і rω ,  маємо:
2 2 24 0,52 8,32 ,= ⋅ = ⋅ =e

A ea OA м сω
2 2 22 0,3 1,2 .r

A ra AB м сω= ⋅ = ⋅ =

Прискорення e
Aa  напрямлене по АО до цен-

тра О, а прискорення r
Aa  – по АВ до центра В

(рис. 2.13).
Коріолісове прискорення точки А знаходить-

ся за формулою:

2( )c r
A e Aa Vω= × . (6)

Модуль коріолісового прискорення

2 sin( , )c r r
A e A e Aa V Vω ω= ⋅ . (7)

Вектор кутової швидкості eω  перпендикулярний площині рисунка і напрям-
лений від нас, а вектор відносної швидкості r

AV  лежить в площині рисунка, тому
r
Ae V⊥ω . Тоді вираз (7) можемо переписати

22 sin 90 2 4 0,6 4,8c r
A e Aa V м сω= ⋅ ° = ⋅ ⋅ = ;  24,8c

Aa м с= .
Згідно правилу векторного добутку (6), вектор коріолісового прискорення

напрямлений по АВ до центра В (рис. 2.13).
Спроектуємо вираз (5) на координатні осі:

2cos30 cos60 cos60 10,2 ;= °+ ° + ° =
X

a e r c
A A A Aa a a a м с и

Рис. 2.13.
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2sin30 sin 60 sin 60 9,3 .= ° + ° + ° =
Y

a e r c
A A A Aa a a a м с

Модуль і напрям прискорення точки А обчислюють за формулою:

2 2 213,8
X Y

a
A A Aa a a м с= + = ;  213,8a

Aa м с= .

10,2
cos( , ) 0,739

13,8
X

a
Aa

A a
A

a
a i

a

∧
= = = ;  42,5γ = ° .

Примітка. Цю задачу  ми розв’язали двома способами. Перший спосіб в
даному випадку швидше приводить до цілі, ніж другий. Але другий спосіб є
загальним способом і його можна використовувати там, де перший спосіб
зовсім не придатний. Це наочно буде показано в задачі 2.7.

Задача 2.6.

Диск обертається навколо вертикальної осі з пост-
ійною кутовою швидкістю ω1 = 3 рад/с  і навколо го-
ризонтальної осі з постійною кутовою швидкістю ω2 =
4 рад/с (рис. 2.14). Знайти абсолютну кутову швидкість

і абсолютне кутове прискорення диска.

Диск одночасно обертається навколо двох осей, які перетинаються в точці О.
Обертання диска відносно осі ОY є відносним  рухом з відносною кутовою

швидкістю ω2 = ωr. Вектор відносної кутової швидкості  напрямлений  по осі ОY.
Обертання диска відносно осі ОZ є пе-

реносним рухом з переносною кутовою
швидкістю ω1 = ωe. Вектор переносної куто-
вої швидкості  напрямлений по осі ОZ. На-
прями цих швидкостей показані на рис. 2.14.

Вектор абсолютної  кутової швидкості
напрямлений по діагоналі паралелограма,
побудованого на векторах  кутових швидко-
стей rω  і eω :

a r eω ω ω= + .
Рис.  2.14.

ω1 = ωe = 3 рад/с
ω2 = ωr = 4 рад/с

ωα = ?   εα = ?
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Так  як  rω ⊥ eω , то  22
era ωωω += = 5 рад/с;

Як і всякий вектор, вектор абсолютної  кутової швидкості характеризується
величиною (модулем) і напрямом. Модуль абсолютної кутової швидкості є вели-
чина постійна, бо постійними є модулі  кутових швидкостей rω  і eω . Але напрям
абсолютної кутової швидкості aω  змінюється  разом з обертанням  диска навко-
ло  осі ОZ, т. б. вектор aω  обертається навколо осі ОZ. Точка А (кінець вектора

aω ) рухається по колу  в площині, перпендикулярній осі ОZ, з швидкістю

A e rV ω ω= ⋅ ,  (2.15)
де eω  – кутова швидкість, з якою обертається вектор aω ;

rω = АС – радіус обертання точки А.
З другої сторони, коло, яке описує точка А, є годографом  радіус-вектора

aω , а швидкість кінця вектора aω  є кутовим  прискоренням:

a
a

d

d t

ωε = , (2.16)

Модуль кутового прискорення aε  дорівнює швидкості AV .  З урахуваням
виразу (2.15), можна записати:

a e rε ω ω= ⋅ . (2.17)
Вираз (2.17) можна записати у вигляді векторного добутку, з якого можна

знайти модуль і напрям абсолютного кутового прискорення:

a e rε ω ω= × . (2.18)
Напрям абсолютного прискорення aε  знаходиться по правилу векторного

добутку (див. рис. 2.14). Модуль вектора aε  знаходиться за формулою:

sin( , )a e r e rε ω ω ω ω
∧

= (2.19)

В нашому випадку rω  ⊥  eω  і з  виразу (2.19)  ми отримаємо вираз (2.17).
Примітка. Формула (2.18) справедлива не тільки для перпендикулярних осей

обертання, а і для осей, які перетинаються під довільним кутом  α.
З формули  (2.17) знаходимо модуль абсолютного кутового прискорення

aε  = 3 · 4 = 12 (рад/с2);

Вектор aε  напрямлений паралельно осі ОХ від нас.



369

Задача 2.7.

Для подрібнення мінеральних добрив використовуються дис-
ки, які котяться по горизонтальній площині (рис. 2.15). Влас-
на вісь обертання ОС диска робить один оберт за 4 с. ОС=1м,

°= 30α . Знайти переносну, відносну і абсолютну швидкості
диска, абсолютне кутове кутове прискорення aε , а також
швидкості і прискорення точок А, В і С диска, які розміщені
на одній вертикалі.

Диск бере участь в двох обертаннях: навколо власної осі
ОС з відносною кутовою швидкістю rω  і навколо вертикаль-
ної осі О1О2 з переносною кутовою швидкістю eω . Ці осі

обертання перетинаються в точці О і складають між собою прямий кут.
Згідно умови задачі можемо знайти переносну кутову швидкість eω :

2

4 2e t

ϕ π πω = = =  (рад/с);

Вектор переносної кутової швидкості напрямлений по осі обертання О1О2

вертикально вниз. Вектор відносної кутової швидкості rω  напрямлений по ОС
від точки О.

Точка А – це точка
контакту диска з нерухо-
мою горизонтальною пло-
щиною, тому швидкість
точки А дорівнює  нулю.

0.AV =
Швидкості точок О і

А дорівнюють нулю. Це
означає, що миттєва вісь
обертання (м. в. о.) диска
проходить через точки О
і А. Вектор абсолютної
кутової швидкості  aω  напрямлений по м. в. о. З другої сторони, вектор aω
є діагоналлю паралелограма, побудованого  на векторах кутових швидкос-
тей rω  і eω (рис. 2.15).

Знайдемо абсолютну і відносну кутові швидкості. З рис. 2.15 видно, що

Рис. 2.15

πϕ 2=  рад
t = 4 с
ОС=1 м

°= 30α

?=eω ?=rω
?=aω ?=aε
?=AV ?=BV

?=CV ?=Aa

?=Ba ?=Ca
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π
α

ω
ω ==

sin
e

a  (рад/с2);     πω =a  рад/с2;

2

3
cos

παωω == ar  (рад/с2);     
2

3πω =r  рад/с2

Знайдемо абсолютне кутове прискорення aε  диска .
Прийоми знаходження кутового прискорення  розглядалися в задачі 2.6.
Використаємо формули (2.18) і (2.19), з яких знайдемо напрям і модуль  аб-

солютного кутового прискорення:
2 3

sin90
4a e r

πω ωε = ° =  (рад/с2);

Вектор aε  напрямлений паралельно осі ОХ  до нас.
Знайдемо швидкості точок А, В, С диска, які лежать на одній вертикалі.
Як відмічалось раніше, швидкість точки А дорівнює нулю, тому що вона

лежить на м. в. о.
Абсолютна швидкість точки С

a r e
C C CV V V= + ,

де  r
CV   і  e

CV – відповідно  відносна  і переносна швидкості точки С.

Але 0=r
CV . Тоді  

2
1

2

ππω =⋅=⋅== OCVV e
e

C
a

C  (м/с);

2
a

CV
π=  м/с.

Знайдемо абсолютну швидкість точки  В:
a r e

B B BV V V= + ,

де r
BV  і e

BV – відповідно  відносна  і переносна швидкості точки В.

BCV r
r

B ⋅=ω , де 
3

3
30 =°⋅== tgOCACBC  (м).

Тоді 3 3

2 3 2
r

BV
π π= ⋅ = (м/с).

Вектор швидкості r
BV ⊥ ВС, паралельний осі СХ.
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Переносна швидкість точки В

,= ⋅e
B eV BLω      BL = OC = 1 м.

Маємо  
2

π=e
BV  м/с.

Переносна швидкість e
BV , як і швидкість r

BV , напрямлена паралельно осі СХ
до нас (рис. 2. 16). Швидкості r

BV  і e
BV  напрямлені по одній прямій в одну сторо-

ну, тому абсолютна швидкість точки В буде:

2 2
a r e

B B BV V V
π π π= + = + =  (м/с);

Знайдемо абсолютні прискорення точок С, А, В диска. Для цього викорис-
таємо теорему Коріоліса.

Точка С приймає участь тільки в переносному русі. Тому абсолютне  при-
скорення точки С буде:

e e

a n c
C C C Ca a a aτ= + + , (1)

де 
e

n
Ca  і 

eCaτ – відповідно нормальне і дотичне переносне прискорення точки С;
c
Ca – коріолісове  прискорення точки С.

Рис. 2.16
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2
2 2/ ;

4
= ⋅ =

e

n
C ea OC рад cπω   0;

eC ea OCτ ε= ⋅ =  тому що  0=eε . Приско-

рення 
e

n
Ca напрямлене по радіусу обертання від точки С до точки О (рис. 2.17).

Прискорення  Коріоліса точки С

2( ),= ×C r
C e Ca Vω

де 0r
CV =  – відносна швидкість точки С.

Маємо  C
C 0.=a

Таким чином, з виразу (1)  маємо:
2

2/ .
4e

a n
C Ca a м cπ= =

Знайдемо прискорення точки  А:

r r e e

a n n C
A A A A A Aa a a a a aτ τ= + + + + . (2)

Відносні прискорення точки  А:

ACa r
n
Ar

⋅= 2ω , ACa rAr
⋅= ετ , де rε = 0, тому що диск навколо осі ОС

обертається з постійною швидкістю.

Маємо

2
2

23 3 3
( / ).

2 3 4r

n
Aa м cπ π 

= ⋅ =   

Вектор n

rAa  напрямлений  по радіусу  АС  до точки С (рис. 2.17).

Переносне прискорення   rAe
a ετ = · AN = 0;     ( eε = 0).

Переносне прискорення   ANa e
n
Ae

⋅= 2ω ,   де  AN = OC = BL = 1 м.

Маємо ( )2
22

/
4

1
2

смan
Ae

ππ =⋅




= .

Переносне прискорення n
Ae

a  напрямлене по радіусу обертання АN до точ-

ки N (рис 2.17).
Знайдемо коріолісове прискорення точки А:

Рис. 2.17
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2( )C r
A e Aa Vω= × , (3)

де r
AV  – відносна швидкість точки А при обертанні диска  навколо осі ОС.
Чисельно відносні швидкості точок А і В однакові, але напрями їх проти-

лежні. Кутова швидкість eω  переносного руху диска перпендикулярна відносній
швидкості точки А:

r
e AVω ⊥ .

Обчислимо коріолісове прискоення, точки А:
2

2 sin 90 2
2 2 2

C r
A e Aa V

π π πω= ⋅ ° = ⋅ ⋅ = ;  
2

2( / ).
2

C
Aa м cπ=

З векторного добутку (3) знаходимо напрям коріолісового прискорення точки
А . Це прискорення напрямлене паралельно осі CY.

Знайдемо модуль і напрям абсолютного прискорення точки А. Для цього
вираз (2) спроектуємо на координатні осі:

2 2 2

4 2 4Y e

a n C
A A Aa a a

π π π= − + = − + = .

2 3

4Z r

a n
A Aa a

π= = .

Повне абсолютне прискорення точки А
2

2 2 2( / )
2Y Z

a
A A Aa a a м cπ= + = ;  

2
2/ .

2
a
Aa м cπ=

Напрям абсолютного прискорення точки А знайдемо за напрямними коси-
нусами:

cos( , ) 0,5Y

a
Aa

A a
A

a
a j

a
= = ;  

3
cos( , )

2
Z

a
Aa

A a
A

a
a k

a
= = .

З обчислень видно, що абсолютне прискорення точки А перпендикулярне
лінії ОА. .OAa a

A ⊥
Знайдемо  абсолютне прискорення точки В.

r r e e

a n n C
B B B B B Ba a a a a aτ τ= + + + + . (4)

Як  для точки А, так і для точки В  0=τ
rBa , 0=τ

eBa .
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Відносне нормальне прискорення точки В напрямлене по радіусу ВС до
точки С і чисельно знаходиться з формули:

2
2 23

( / ).
4r

n
B ra BC м сπω= ⋅ =

Коріолісове прискорення точки В знаходиться з формули:

2( )C r
B e Ba Vω= × . (5)

З векторного добутку (5) встановлюємо, що коріолісове прискорення точки
В напрямлене по лінії BL  до точки L.

Модуль коріолісового прискорення:
2

22 sin 90 ( / )
2

C r
B e Ba V м сπω= ⋅ ° = .

Спроектуємо  вираз (4) на координатні осі:
23

4Y e

a n C
B B Ba a a

π= − − = − ,

2 3

4Z r

a n
B Ba a

π= − = − .

Абсолютне прискорення точки  В буде:
2

2 2 23
( ) ( ) ( / )

2Y Z

a a a
B B Ba a a м cπ= + = ;  

2
23

/ .
2

a
Ba м cπ=

Напрям абсолютного прискорення точки В знайдемо за напрямними коси-
нусами:

3
cos( , )

2
Y

a
Ba

B a
B

a
a j

a
= = − ;  

1
cos( , )

2
Z

a
Ba

B a
B

a
a k

a
= = − .

З обчислень видно, що абсолютне прискорення точки В складає  з віссю СY
кут в 150°, а з віссю СZ – кут в 120°, т. б. це прискорення напрямлене від точки В
до точки О по лінії ВО.
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2.6. Задачі для самостійного розв’язування

Задача 2.8.
Кривошип 4 з’єднує осі О і А зубчастих

коліс 1 і 2, які між собою знаходяться в зов-
нішньому зачепленні. Колесо 3 нерухоме, а
кривошип обертається навколо осі, що про-
ходить через точку О, з постійною кутовою
швидкістю ω0. Колесо 2 в свою чергу знахо-
диться в внутрішньому зачепленні з колесом
3 (рис. 2. 18). Знайти абсолютні кутові швид-
кості колес 1 і 2, і кутову швидкість ωr колеса
2 відносно осі А. В розрахунках прийняти:
r1 = 6 см, r2 = 12 см.

Відповідь:  ω1 = 6 ω0,   ω2 =  – 1,5ω0,
ωr =  – 2,5ω0.

Знак мінус показує, що напрям обер-
тання колеса 2 в абсолютному і відносному
русі протилежний руху кривошипа ОА.

Задача 2.9.
Шестерня 1 обертається з кутовою швид-

кістю ω1 навколо осі, що проходить через
точку О, на якій закріплена нерухома шес-
терня 4. На цій же осі О вільно насаджений
кривошип ОА, на пальці А якого закріплена
вісь двох жорстко зв’язаних між собою шес-
терень 2 і 3, які знаходяться в зачепленні з
шестернями 1 і 4 (рис. 2. 19). Знайти кутову
швидкість ωОА кривошипа, абсолютну, пе-
реносну і відносну кутові швидкості шесте-
рень 2–3. В розрахунках прийняти  r1 =
=12 см, r2 = 6 см, r3 = 12 см.

Відповідь:
ωОА = 4/9ω1;     ω2 = ω3= – 2/3ω1;
ωe = ωОА = 4/9ω1;   ωr= – 10/9ω1.

Рис. 2.18

Рис. 2.19
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Знак мінус показує, що напрям обертання шестерень 2–3 протилежний на-
пряму обертання шестерні 1 .

Задача 2.10.
Шестерня 1 обертається з кутовою

швидкістю  ω1 навколо осі О нерухомої ше-
стерні 2. На тій же осі вільно насаджений
кривошип ОА, на кінці А якого закріплена
вісь двох шестерень 3 і 4 жорстко зв’язаних
між собою (рис. 2.20). Знайти кутову
швидкість кривошипа і абсолютну, перенос-
ну і відносну кутові швидкості шестерень
3–4, якщо шестерні 1–3  і  2–4 знаходяться в
зачепленні. Радіуси коліс відповідно рівні:
 r1 = 4 см,  r2 = 10 см,  r3 = 12 см,  r4 =  6 см .

Відповідь: ωОА = 0,25ω1; ω3 = ω4 = 2/3ω1;  ωe = ωОА; ωr = 5/12ω1.

Задача 2.11.
В механізмі задачі 2.10 прийняти, що шестерня 1 – нерухома, а шестерня

2 обертається навколо осі О з кутовою швидкістю ω2. Знайти кутову швидкість
кривошипа і абсолютну, переносну і відносну кутові швидкості шестерень 3–4
при тих же радіусах коліс.

Відповідь: ωОА = 5/4ω2;    ω3  =  ω4  =  5/3ω2;   ωе  = ωОА;    ωr   =  5/12ω2.

Задача 2.12.
В механізмі задачі 2.10 шестерні 1 і 2 мають загальну вісь О, але між собою не

зв’язані і отримують обертання від різних двигунів в одному напрямі з кутовими швид-
костями  ω1 = 10 рад/с і ω2 = 5рад/с. Знайти кутову швидкість кривошипа і абсолютну,
переносну і відносну кутові швидкості шестерень 3–4 при тих же радіусах коліс.

Відповідь:  ω3= ω4 = 1,67рад/с;     ω0А = 3,75рад/с;    ωе =  3,75рад/с;
ωг= 2,08 рад/с.

Задача 2.13.
В механізмі задачі 2.10 шестерні 1 і 2  мають загальну вісь О, але між собою

не зв’язані і отримують обертання від різних двигунів в протилежних напрямах з
кутовими швидкостями ω1 = 10 рад/с і  ω2 = 5 рад/с. Знайти кутову швидкість
кривошипа і абсолютну, переносну і відносну кутові швидкості шестерень 3–4
при тих же радіусах коліс.

Рис. 2.20
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Відповідь: ω3 = ω4 = 15 рад/с;
ω0А = 8,75 рад/с;   ωе = 8,75 рад/с;
ωr = 6,25 рад/с.

Задача 2.14.
Знайти передаточне число і = ωІ/ωІІ плане-

тарного редуктора, кінематична схема якого по-
казана на рис. 2.21. Радіуси відповідних коліс
 r1 = 16 r,  r2 = 32 r,  r3 = 16 r,  r4 = 64 r.

Відповідь: і = 9.

Задача 2.15.
Знайти передаточне число і = ωІ /ωІІ пла-

нетарного редуктора, кінематична схема якого
показана на рис. 2.22. Радіуси відповідних коліс
r 1= 140 r,  r2 = 28 r,  r3 = 24 r,  r4 = 136 r.

Відповідь: і =  8,5.

Задача 2.16.
Механізм складається з зубчатих коліс 1 і 2,

2', 3 і водила H (рис. 2.23). Знайти кутову
швидкість  ωн водила  в залежності від кутових
швидкостей ω1 і  ω3 коліс 1 і 3, якщо радіуси коліс
r1 = 20 см, r2= 10 см,  r12 =  5 см, r3 =  25 см. Колеса
1 і 3 соосні, колеса 2 і 2' насаджені на спільну вісь.

Відповідь: 3 15 2

3H .
ω ωω −=

Задача 2.17.

Механізм, який зображений на рис. 2.24,
складається з конічних коліс 1, 2, 3  і водила Н.
Радіуси коліс 1 і 3 рівні між собою. Водило H і
колесо 3 обертаються навколо однієї осі. Знай-
ти кут повороту ϕн водила в залежності від кутів
ϕ1 і ϕ3 повороту зубчастих коліс 1 і 3, якщо ко-
лесо 2 має з колесом 1 зовнішнє зачеплення, а  з
колесом 3 – внутрішнє.

Рис. 2.21

Рис. 2.22

Рис. 2.23

Рис. 2.24



378

Відповідь: ϕ н = 
2

31 ϕϕ +
.

Задача 2.18.
Використовуючи умову задачі 2.5, знайти швидкість і прискорення точки А

в момент часу, коли між кривошипом ОВ і стержнем АВ кут α = 90°.

Відповідь:   VA = 2,16 м/с;   аА = 11,8 м/с2.

Задача 2.19.
Конічна зубчаста шестерня (бігунок) оббігає

горизонтально розміщену нерухому опорну ше-
стерню 150 раз за хвилину. Радіус опорної шес-
терні ОА=0,2 м, а кут при вершині конуса бігунка
60° (рис. 2.25). Знайти переносну, відносну і абсо-
лютну кутові швидкості бігунка, а також швидкості і
прискорення точок А, С, В бігунка.

Відповідь: ωе = 5π рад/с;   ω г = 10π рад/с;

ωа = 5π 3 рад/с;  VA = 0; Vc = 2,36 м/с;   VB = 4,71 м/с;
ас = 37 м/с2;     аА = 85,5 м/с2;    ав = 113 м/с2.

Задача 2.20.
Вал  І, який обертається навколо вертикальної

осі з постійною кутовою швидкістю ω = 3 рад/с, при-
водить в рух конічну шестерню радіуса r2 = 6 см, яка
знаходиться в зачепленні з нерухомою шестернею 1
радіуса r1 = 8 см (рис. 2.26). Знайти швидкості і при-
скорення точок А, В, С вертикального діаметра шес-
терні 2.

Відповідь: Vc = 24 см/с;  VB = 48 см/c;  VA = 0.

ас = 72 см/с2;   аА = 120 см/с2;  ав = 236,4 см/с2.

Рис. 2.26

Рис. 2.25
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3. Запитання для самоперевірки
1. Який рух точки називається складним?
2. Який рух точки називається абсолютним?
3. Який рух точки називається переносним?
4. Який рух точки називається відносним?
5. В чому полягає теорема про додавання швидкостей?
6. Як визначити відносну і переносну швидкості точки в складному русі?
7. Як визначити прискорення точки у тому випадку, коли переносний рух

є поступальним?
8. Як визначити прискорення точки у тому випадку, коли переносний рух

є обертальним?
9. В чому полягає теорема про прискорення точки у тому випадку, коли

переносний рух є довільним?
10. За якою формулою обчислюється прискорення Коріоліса?
11. Як визначити напрям прискорення Коріоліса?
12. В яких випадках прискорення Коріоліса дорівнює нулю?
13. Який рух твердого тіла називається складним?
14. За якою формулою визначається абсолютна кутова швидкість тіла, якщо

воно обертається навколо осей, що перетинаються?
15. Як обчислюється абсолютна кутова швидкість тіла, яке обертається на-

вколо паралельних осей?
16. Що таке пара обертань?
17. В чому суть метода миттєвої зупинки (метод Вілліса)?
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